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Jedes Ubungsblatt enthilt die Ubungen (in der Regel Ubungen 1 bis 4)

Ich (Germain) schreibe einige Ubungen auf Englisch und iibersetze sie dann ins Deutsche.
Nicht alle Aufgaben werden korrigiert: Fiir die restlichen Ubungen sollten Sie zu den Sitzungen am
Donnerstag oder Freitag kommen!

Each exercise sheet contains the exercises of the Ubungsblatt (usually exercises 1 to 4)
I (Germain) am writing some exercises in English and then doing the translation to German.
Not all exercises are corrected: for the remaining one, come to the Thursdays’ or Fridays’ sessions!
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Mathematik fiir Anwender — Wintersemester 2025
Ubungsblatt 1

Bei jeder Aufgabe kénnen 10 Punkte erreicht werden.

Aufgabe 1 [Vandermonde-Determinante, 10 Punkte]
Sei x1,...,z, € R, und A die n x n Matrix mit Eintrdgen
1 1 1
I X9 In
A = LE% 1‘% jS
A ey !

Zeigen Sie anhand der Determinantenformel, dass fiir alle n > 2 gilt: det A = [[<,_; ., (v; — ).

Aufgabe 2 [Heisenberg-Gruppe, 2+2+342+1+0 Punkte]
Eine “Heisenberg-Matrix” ist eine Matrix der Form
1 a c
0 1 b|, fira,bceZ.
0 0 1
Wir notieren
1 a c
0 1 b] als(a,b,c).
0 0 1

und Hz = {(a,b,¢) ; a,b,c € Z}.
1. Berechnen: det(a, b, c).
Zeigen Sie, dass (a,b,¢) - (d,e, f) = (a+d,b+e,c+ [+ ae).
Bestimmen Sie (a,b,¢)~! und (a, b, c)™.
Fiir zwei Matrizen X, Y definieren wir [ X, Y] = X-Y-X~1.Y =1, Berechnen Sie [(a, b, ¢), (d, ¢, f)].
Folgern Sie die Menge der Heisenberg-Matrizen X = (a, b, ¢), sodass fiir jede Heisenberg-Matrix
Y = (de, f)gilt: X -V =Y - X.
Bonus (0 Punkte). Zeigen Sie, dass jede Matrix als Produkt von (1,0,0)™ und (0, 1,0)™ geschrieben
werden kann, wobei m,n € Z.

Gk o

Aufgabe 3 [Determinante durch 13 teilbar ist, 10 Punkte]
Zeigen Sie, ohne sie auszurechnen, dass die folgende Determinante durch 13 teilbar ist.

5 2 1
det |4 7 6
6 3 9

Hinweiss: 169, 273 und 546 durch 13 teilbar sind.



Aufgabe 4 [Berechnungen in Hiille und Fiille, 1 x 10 Punkte]

1. Wahr oder falsch? Beweisen Sie oder widerlegen Sie folgende Aussagen. Wenn es falsch ist,
geben Sie ein einfaches und klares Gegenbeispiel an:

Die Determinante der Summe zweier quadratischer Matrizen ist die Summe der Determi-
nanten dieser Matrizen.

Die Determinante des Produkts zweier quadratischer Matrizen ist das Produkt der De-
terminanten dieser Matrizen.

Die Determinante des Produkts zweier rechteckiger Matrizen ist das Produkt der Deter-
minanten dieser Matrizen.

Die Determinante einer Matrix mit strikt positiven Eintrégen ist strikt positiv.

Die Determinante einer Diagonalmatrix ist das Produkt ihrer Diagonaleintrige.

Das Produkt zweier invertierbarer Matrizen ist invertierbar.

Die Summe zweier invertierbarer Matrizen ist invertierbar.

Die Determinante der Transponierten einer quadratischen Matrix ist (—1) - (der Determi-
nante der urspriinglichen Matrix).

Ist eine Matrix invertierbar, so ist die Determinante ihrer Inversen das Inverse ihrer
Determinante.

Berechnen Sie die Determinante folgender Matrizen. Sind die Matrizen jeweils invertierbar (1
Punkte)? Welche Aussage konnen Sie iiber den Rang jeweils machen (1 Punkte)?

(57

1 1 1
B = 1 -2 4

1 4 =2

1 -1 5 4
O = -2 0 -1 -1

3 1 1 1

2. Losen Sie folgende Gleichungssysteme anhand der Cramerschen Regel.

2¢7 + bz + 223 = -3
3x1 + 4x3 = -—15
61‘1 + xT9 - 3173 = 4
31’1 - 5:173 = 1
71’1 - 4.’E2 - T3 = =3
4ry — x9 + x3 = B

Abgabe: 15.04.2026 vor 23:59



Mathematik fiir Anwender — Loesungblatt 1

Aufgabe 1 [Van der Monde Determinant]
Die Matrix A ist gegeben durch

1z 22 ap !

1 zo a3 ay !

1z, 22 an—l

Wir beweisen wir die Aussage mit Induktion.

Induktionsanfang: n = 2.

1 X1
detA:(1 x2>:x2—x1= H Tj— T

1<i<j<2

Induktionsschitt: Nehme nun an, dass die Aussage fir A € Mat((n — 1) x (n — 1); K) von dieser
Form gilt. Da die Determinante nicht geéindert wird, wenn ein Vielfaches von einer Spalte zu einer
anderen addiert wird (Satz 13.2, Satz 13.9), konnen wir die j-te Spalte mit —x; multiplizieren und
dies zur j 4+ 1-ten Spalte addieren, ohne die Determinante zu &ndern:

1 0 0 0

1 xg—mx 23 —x1790 ... mg_l — x1m§_2
detA = det

1 z,—x1 x% — 1Ty ... xﬁ‘l — xlxﬁ_2

Wir berechnen diese Determinante durch Reihenentwicklung entlang der ersten Reihe:

-1 -2
Ty —1x T3 —x1w9 ... ahTh—xiah
detA = det
Ty — T mi — X%y ... :1::{_1 — xlxﬁ_Q
Von jeder Zeile konnen wir nun xz; — x; fiir j = 2,...,n ausfaktorisieren und erhalten
n—2
1 X2 . Ty

detA = H(JUJ — xl) det :
j=2 n—2

1z, ... z}

Nun konnen wir die Induktionsannahme anwenden, denn diese Matrix ist in der angegebenen Form
und der Gréfle (n — 1) x (n —1):

detA = H(Ij — 171) H (Ij — .IZ) = H (mj — Il)

2<i<j<n 1<i<j<n

Aufgabe 2 [Heisenberg-Gruppe]

1. (a,b,c) triangular ist, so det(a,b,c) =1-1-1=1.
2. Wir haben:

1 a ¢ 1 d ¢ 1 a+d c+cd +ab
01 b0 1 V]=]|0 1 b+ =(a+d,b+V,c+c +ab).
0 0 1 0O 0 1 0 0 1



3. Weiter gilt:
(a,b,c)(—a,—b,—c + ab) = (0,0,0) = I3,

, 50 (a,b,¢)™! = (—=a, —b, —c + ab) und durch unmittelbare Induktion:

n(n—1)

(a,b,¢)" = (na, nb, nc + 5

ab).
4. Setzt man nun X = (a,b,¢) und Y = (a/, ¥, '), so findet man:

[X,Y] = (a,b,c)(d,V,)(—a,—b, —c+ab)(—d', =b', - +a't’) = (a+d’,b+V, c+c'+ab’)(—a—a’, —b—b', —c—c'+ab

5. Beweis X - Y =Y - X, dann gilt [X,Y] = I3 = (0,0,0).
Sei X = (a,b,c) mit [X,Y] = (0,0,0) fir alle Y = (a’, ¥, ¢'). Insbesondere, erhélt man:

0=1[z,(0,1,0)] =a, und 0=[z,(-1,0,0)] =b.

Also gilt X = (0,0,¢). Umgekehrt, wenn X = (0,0,¢), dann gilt fir alle Y = (da/,V',)
tatsdchlich [X,Y] = (0,0,0). Schlielich:

{XeH;; VY eH;, X- Y=Y -X}={(0,0,¢); c€Z}
6. Dann gilt fiir a,b,c € Z:
(1,0,0)%(0,1,0)® = (a,0,0)(0,b,0) = (a, b, ab).

Daher (zur Erinnerung: Hj ist nicht kommutativ):

(a,b,c) = (1,0,0)%(0,1,0)"(0,0,1)~* = (1,0,0)*(0, 1,0)°[(1,0,0), (0, 1,0)]~* = (1,0,0)*(0, 1,0)*((0,1,0)(1,0,0)(0, 1,0)—1(1,0,0)—1)‘“’

Aufgabe 3 [Determinant durch 13 teilbar ist]
Ein Determinant &ndert sich nicht, wenn man zu einer Zeile eine Linearkombination der anderen
Zeilen addiert. Hier addieren wir zur dritten Zeile das Zehnfache der zweiten und das Hundertfache
der ersten. Man erhalt:

5 2 1
det | 4 7 6
546 273 169

Nun sind alle Eintrége der letzten Zeile durch 13 teilbar, und der Determinant ist gleich

5 2 1
13xdet| 4 7 6
42 21 13

Dies ist also eine ganze Zahl, die durch 13 teilbar ist.
Aufgabe 4 [Berechnungen in Hiille und Fiille]
1. Falsch
Wahr
Falsch
Falsch
Wahr
Wahr
Falsch
Falsch
Wahr



2. e Wir benutzen die Formel fiir die Determinante einer 2 x 2 Matrix (siche Aufgabe 1):

detA=4-1—(=3)-2
=4—(-6)
=10.

Da die Determinante ungleich Null ist, ist A invertierbar und hat vollen Rang (2).

e Wir berechnen die Determinante anhand der Regel von Sarrus (Aufgabe 1 b)):

detB=(1-(-2)-(-2)+1-4-14+1-1-4)—(1-(-2)-1+1-1-(-2)+1-4-4)
=(4+44+4)—(-2-2+16)
=12 —(12)
=0.
Die Determinante ist Null, also ist B nicht invertierbar und hat nicht vollen Rang (d.h. Rang

B < 3). In diesem Fall ist Rang B = 2, weil Rang 1 bedeuten wiirde, dass alle Zeilen
Vielfache voneinander wéren, was nicht der Fall ist.

e Wir berechnen die Determinante anhand von Spaltenentwicklung in der zweiten Spalte:

-2 -1 -1 1 5 4
detC = (—1)'? . (=1)-det [ 2 2 3 |+(-D"*-1-det| -2 -1 -1
31 1 2 2 3
-2 -1 -1 1 5 4
= det 2 2 3 +det| -2 -1 -1
31 1 2 2 3
-2 -1 -1
det| 2 2 3 =((-2)-2-14+(-1)-3-3+(-1)-2-1)
31 1
—((-1)-2-34+(=1)-2-14+(-2)-3-1)
=(-4-9-2)—(-6-2-6)
=—15—(-14)
=-1
1 5 4
det | =2 -1 -1 | =(1:(=1)-3+5-(=1)-2+4-(-2)-2)
2 2 3

—(4-(-1)-245-(=2)-3+1-(-1)-2)
=(-3-10—16) — (-8 — 30— 2)
= —29 — (—40)
=11
detC' = —1 + 11 = 10.

Die Determinante ist ungleich Null, also ist C' invertierbar und hat vollen Rang (4).
3. e Die Matrix A € Mat(3 x 3;R) und der Vektor b € R? sind gegeben durch

2 5 2 -3
A=|3 0 4 |, b=| -15
6 1 -3 4



Wir berechnen die Determinanten:
detA=(2-0-(-3)+5-4-6+2-3-1)
—(2:0:6+5-3-(-3)+2-4-1)
=(0+120+6) — (0 —45+8) =126 — (—37) = 163
-3 5 2
det [ —15 0 4 =((-3)-0-(-3)+5-4-4+2-(-15)-1)
4 1 -3
—(2:0-4+5-(-15)-(-3)+(=3)-4-1)
=(0+80—-30)— (0+225—12) =50 — 213 = —163
2 -3 2
det| 3 —-15 4 =(2-(=15)-(=3)+(-3)-4-6+2-3-4)
6 4 -3
—(2:(=15) -6+ (=3)-3-(=3)+2-4-4)
= (90 —72+24) — (—180 + 27+ 32) =42 — (—121) = 163

2 5 -3
det(3 0 15):(2-0~4+5-(—15)-6—1—(—3)-3~1)
6 1 4

—((=3)-0-6+5-3-44+2-(=15)-1)

= (0— 450 — 9) — (0 + 60 — 30) = —459 — 30 = —489
Die Losung ist gegeben durch (%, %, %) =(-1,1,-3).
e Die Matrix A € Mat(3 x 3;R) und der Vektor b € R3 sind gegeben durch

3.0 -5 1
A=|7 -4 1|, »v=| -3].
4 -1 1 5

Wir berechnen die Determinanten:

detA = (3-(—4)-140-(=1)-4+(=5)-7-(=1))
—((=5)-(-4) - 4+0-7-1+3-(=1)-(=1))
= (=124 0+35) — (80 +0+3) =23 — 83 = —60

1 0 -5
det( 3 4 -1 ) = (1-(=4) 140 (=1)-5+ (=5)-(=3) - (~1))
5 -1 1

—((=5)-(=4)-54+0-(=3)-14+1-(=1)-(-1))
= (=440—15)— (100 +0+1) = =19 — 101 = —120

3 1 -5
det(? -3 —1):(3-(—3)-1+1-(—1)-4+(—5)-7-5)

C(=5)-(=3) -4+ 1-7-143-(=1)-5)
=(—9—4—175)—(60+7—15)=—188—52:—240

3.0 1
det(? —4 —3)(3.(4)~5+0~(3)~4+1.7.(1))
4 -1 5

—(1-(~4)-4+40-7-5+3-(=3)-(-1))
=(=60+0—7) = (16 +0+9) = —67 — (—7) = —60

120 —240 —60) _
Die Losung ist gegeben durch (—0, =50 _—60) =(2,4,1).



Aufgabe 5 [Mit ChatGPT]

Es gibt det (_} _}) =0 (nicht > 0), und det A = —1 (nicht 1)...

Aufgabe 6 [Determinantenmultiplikationsformel]

1. Aus Satz 13.4 wissen wir, dass detAB # 0 < AB ist invertierbar. Das Gleiche gilt natiirlich
fiir A und B. Nehme an, dass detA und detB ungleich Null sind. Dann sind A und B beide
invertierbar, d.h. es existieren A™! und B~! € Mat(n x n; K). Da (AB) - (B~™1A7!) = I, ist
(AB)™! = B71A~! € Mat(n x n; K), also ist auch AB invertierbar. Es folgt, dass detAB # 0,
was aber ein Widerspruch ist. Das heifit, falls detAB = 0 ist entweder detA = 0 oder detB = 0
(oder beides) und es gilt

det(AB) = 0 = (detA)(detB).

2. Wir berechnen ¢(I,,), indem wir I,, fiir A einsetzen:

o(I,,) = (detB)~*(detl, B)
= (detB)~!(detB) =1,

also ist ¢ normiert.

3. Um die Notation einfach zu halten, definieren wir fiir zwei Vektoren der gleichen Dimension x =
(1,-.-,2Zn),y = (y1,...,yn) das Skalarprodukt x x y := Z?=1 x;y;. Wir schreiben wy, ..., wy
fiir die Spaltenvektoren von B und multiplizieren die entsprechenden Matrizen (AB, A’ B, A” B)

miteinander:
V1 V1 * W1 V1 * Wy
!/ 1 / 11 / 1
AB = | v+ av] (wi oo wy )= W +a)xw ... (V4 av))*xw,
U Vp, * W1 Up * Wy,
U1 V1 * Wy V1 * Wy
'R — / _ / /
AB=| v/ | (w1 ... wy)=| vixwr ... vjxw,
U Up kW] ... Up*xWy
V1 V1 k Wy V1 * Wy
"
A'B=1 v/ [(w1 ... wy)=| o/xwr ... vf*w,
Un Up kW1 ... UpxWp

Da die v; Zeilenvektoren und die w; Spaltenvektoren sind, ist * Matrizenmultiplikation, was
mit Vektoren linear ist, d.h.

/ " . , " )
(v; + o)) * wj = vj * w; + av; * w;.



Wir berechnen nun die Determinanten durch Reihenentwicklung entlang der i-ten Reihe.

detAB = Z(—l)”j(v; *w; + av; * w;) det(AB);;
j=1

=Y (1)« w;det(AB)i; + Y _(=1) v  w; det(AB);;

Jj=1 Jj=1

=Y (=10« w; det(AB)i; + a Y (=1)0] x w; det(AB);;

j=1 j=1
detA'B = Z(—l)”jvg x w; det(A'B);;

detA” B = Z(—l)“‘jvél * W, det(A,/B)ij~

Weil AB, A’B und A”B sich nur in der i-ten Reihe unterscheiden und genau diese Reihe
n (AB)U, (AIB)ij und (A//B)ij wegfallt, sind sie gleich: (AB)W = (A/B)ij = (A//B)ij fiir
7 =1,...,n. Es folgt:

o(A) = (detB) " (detA'B)

-

= (detB)™ 'Y (=1)"u] % w; det(A'B);;

~
Il
_

NgE

_ (detB)il (_1)i+j1}§ * W det(AB)i_j

Il
-

J
©(A") = (detB) " *(detA” B)

M:

= (detB) ™'Y (=1)"0) x w; det(A” B);;

.
Il
N

M:

= (detB) ™'Y (=1)"0! x w; det(AB);;

.
Il
fa

©0(A) = (detB)~ 1(detAB)

j=1 j=1

= (detB)™! (Z(—l)“‘jv; «w; det(AB);; + « Z(—l)”jvg’ xwj det(AB);;

<.
I
—

= (detB)~ Z( 1)) % w; det(AB);; + a(detB) ™" Z )0 % w; det(AB);
Jj=1

= o(A') + ap(4"),

was zU zeigen war.
4. Nehme an, dass die i-te und j-te Zeilen von A gleich sind fiir ein ¢ # j. Dann kénnen wir die
Zeilenvektoren von A als vy,...,v;,...,0;,...,v, und die Spaltenvektor von B als wy, ..., w,

10



schreiben. Wir berechnen das Produkte AB:

U1 V1 * Wy V1 * Wp

(7 V; kW V; * Wp
AB=| : |(w1 ... wp)= : : ,

(O V; kW V; * Wp

Up, Up kW1 ... Up*Wy

also sind zweil Zeilen vom Produkt AB gleich. Da die Determinante alternierend ist, ist
detAB = 0, also gilt

©(A) = (detB) ! (detAB) = (detB)~' -0 =0.

Es folgt, dass ¢ auch alternierend ist.
5. Aus Satz 13.5 (und Definition 13.1) folgt, dass ¢ die Determinante ist. Das heift,

(detB)!(detAB) =: p(A) = detA
= detAB = (detA)(detB).

Aufgabe 7 [Pliicker-Koordinaten und Pliicker-Relation]
Ein Ebene in R¥ wird durch zwei nicht kollineare Vektoren, sagen wir i, ¢, definiert. Man kann die
Matrix M konstruieren, deren erste Zeile die Koordinaten von # in der Standardbasis enthélt, und de-
ren zweite Zeile die Koordinaten von . Dann berechnet man die Pliicker-Koordinaten (p; j)1<i<j<k-

Es gibt @ Pliicker-Koordinaten; wir bezeichnen den Vektor dieser Koordinaten als p(@, v) €
Rk(k—l)/Q.

Wenn wir nun eine andere Basis desselben Ebenes wiihlen, sagen wir (o, ¢"), existiert eine inver-

tierbare Matrix A € My 2, so dass
a U
(#)=2(2)

Dann ist die neue Matrix dieser Basis M’ = AM. Die Pliicker-Koordinaten der neuen Matrix sind

Pl = det (A (m“‘ mlvj)) = det(A) pi;-

ma; 12 j

Dabher liefern alle Parametrisierungen desselben Ebenes dieselben Pliicker-Koordinaten bis auf einen
multiplikativen Faktor.

Dariiber hinaus ist es fiir einen Ebene P C R¥ mit einer Basis (@, ) unméglich, dass alle p; ; (i, 0)
null sind. Denn andernfalls wiren fiir jedes i < j die Vektoren (u;,v;) und (u;,v;) in R? kollinear,
da

o (i) — Ui U
0 =p,; ;(4,v) = det <’Ui vj> .
Insbesondere ist mindestens einer der (u;, v;) ungleich null (sonst wére @ = v = (), sagen wir vy # 0.
Dann gilt fiir alle i:

)
(% U1

was genau die Bedingung ist, dass @ und ¢ kollinear sind. Dies ist unméglich, da Vect(@, ) = P ein
Ebene ist.
Damit kann man fiir einen Ebene P C R* die Menge

p(P) = {p(i, v) ; Vect(i, V) = P}

11



konstruieren. Die obige Argumentation zeigt, dass p(P) eine Gerade in RF(F=1)/2 jst,

Wir werden zeigen, dass diese Abbildung injektiv ist. Sei dazu P ein Ebene in R¥ und (i, )
eine Basis von P. Angenommen, wir kennen p(#, ¥); wir wollen beweisen, dass wir P rekonstruieren
koénnen.

Nach dem vorherigen Argument wissen wir, dass mindestens eine der Pliicker-Koordinaten p; ;(#, )
ungleich null ist, sagen wir py ;(@, ¥). Die Matrix

g (s
vr vyj
ist invertierbar, da ihr Determinant p; j (@, 7) # 0 ist.
Dabher liefert die Matrix AM = (&, ) erneut eine Basis (Z, ) von P, wobei die Spalte I von AM

<(1)) , und die Spalte J ist <(1)) .

pr; (@) =1-y; —0-2;=vy;, pig(@y) =0y —1 2, =—x;

Dann gilt

Da wir alle Pliicker-Koordinaten p(Z, ) = p(u,v) kennen, kennen wir die ganze Matrix AM und
damit eine Basis von P. Somit ist die Abbildung

P p(P)

injektiv von der Menge der Pline in R¥ in die Menge der Geraden in R¥(*=1)/2,

Man kann aus p(P) eine "kanonische”Basis von P konstruieren: Man wihlt das kleinste J mit
p1,7(P) # 0, und die beiden Zeilen der folgenden Matrix liefern eine Basis von P (Achtung auf die
Indizes):

1 b1,g P2,g P3,J --- DPJ-1,J 0 —PJj+1,g —Pj+2,J -+ —PkJ
p1,g \ 0 0 0o ... 0 D1, DPiJg+1  PiJ+2  ---  Dik

Betrachten wir vier verschiedene Indizes ¢ < j < k < [ und die folgende Matrix:

(ml,i mik | mik m1,j\|

A= m2i ma | mor mo;
mis: Mg | mi;  Mig '
ma,g; Mo | ma; Mo

Man kann die Determinante von M blockweise berechnen:

my1,; M1k
mo,; M2k

My may
moj; My

mie Mi;

mo g M2

my; Mig

ma,; Mo

det M = = Di.kPj,l + PjkPil-

Wenn man die beiden mittleren Spalten von M vertauscht, ergibt sich die Determinante — det M,
und erneut blockweise:

mis M1k Mik M1y
ma; M2k Mok M2,
Mi; M1y M1 My
Mo, Mo M2; M2y

—det M = =pik 0= pij(=pjr) = PijDjk-

Damit erhélt man die gewiinschte Beziehung. Daraus folgt, dass ein Richtungsvektor einer Gera-
den in R¥* =1/2 der diese Gleichungen (so viele wie Vierer-Tupel) nicht erfiillt, nicht die Pliicker-
Koordinaten eines Ebenes in R¥ sein kann: Die Abbildung P + p(P) ist keine Bijektion.

Anmerkung: Es ist jedoch deutlich schwieriger zu zeigen, dass jede Gerade in RF(F=1)/2  die
die Pliicker-Relationen erfiillt, tatséchlich von der Form p(P) ist. Die Pliicker-Abbildung P — p(P)
liefert sehr wichtige Informationen iiber die Grassmannsche Mannigfaltigkeit Gr(2, k), die Menge der

12



Pléne in R¥, und verallgemeinert sich zur Untersuchung der Grassmann-Mannigfaltigkeit Gr(n, k),
der Menge der n-dimensionalen Unterriume von RF.

Aufgabe 8 [Hankel-Determinanten]

1. Wenn die Folge (b,,), ab einem bestimmten Index p null ist, dann enthilt die Determinante
h,, fiir n > p eine Nullspalte:
by
: =0
bn+P

Umgekehrt, wenn h,, vollsténdig null ist, dann gilt zunéchst by = hg = 0, und durch Induktion:
Angenommen by, = 0 fiir alle ¥ < n—1. Betrachten wir dann h,, (nur die Permutationen, deren
Produkt nicht null ist):

0 0 ... 0 by,
0 0 .. by by
O=h,=|: . D= b
0 by oo bapo bap
bn bnt1 ..o bano1 boy

Also folgt durch Induktion, dass b, = 0 fiir alle n gilt.
2. Wenn die Folge (b,), eine Rekursionsbeziehung erfiillt, sagen wir

p—1
bptp = Zakb"““ fiir alle n,
k=0

dann kann ab n = p die p-te Spalte der Determinante von h, als Linearkombination der
vorhergehenden Spalten geschrieben werden. Daher ist die Determinante null:

bp p—1 bk
. — Z Qg
k=0

bn+p bk+n

Umgekehrt, wenn (hy,), ab einem bestimmten Index p null ist, bedeutet dies insbesondere,
dass die Spalten von h,, linear abhéngig sind. Da die Spalten von h,_ es nicht sind, kann man
Koeffizienten (o) finden, sodass

p—1

bpin = ZakanC fir n < p.
k=0

Wir zeigen, dass diese Gleichung fiir alle n gilt. Angenommen, sie gilt fiir alle n < N +p — 1.
Betrachten wir dann hy. Die letzte Spalte Cy ist eine Linearkombination der vorhergehenden,
sagen wir

N-1
Cn =Y BiCh.

k=0

Insbesondere ergibt sich:

N—-1 N—-1 p—1 p—1 N—-1 p—1
bN+p = Z Bkbk—&-p = Z Bk Zajbk+j = Z (Oéj Z ﬁkbk+j> = Zaij+j.
k=0 k=0  j=0 3=0

=0 k=0

Damit gilt die Rekursionsbeziehung fiir alle Indizes.
3. A, is triangular, mit 1 iiber die Diagonale, so det 4,, = 1.
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4. Wir haben:
AHP AT =

nl 1_ ) bresi— 2( 1)}
n k,l= 1 + -1 1<i,j<n+1

{
- [ k= obk ?+11 (z 1)(ki_li1)}
>k

(H] 2)} 1<i,j<n+1

[Q—Q—J—Q]lﬁz,jgn—o—l
()
Hy”.

1<i,j<n+1

5. Schlieflich, wenn man die Determinante auf beiden Seiten nimmt, unter Verwendung der Mul-
tiplikativitiit der Determinante und der Tatsache, dass det A, = det AL = 1, folgt, dass die
Hankel-Transformation unter der Euler-Transformation invariant ist.

Aufgabe 9 [Ein schéner Determinant]
Bezeichnen wir diesen Determinanten mit D,,(s1, ..., s,). Wir beweisen durch vollstéindige Induktion
iiber n, dass fiir alle reellen Zahlen s1,..., s, gilt:

Dy(s1,...,8n) = s1(s2 — 51)(83 — 82) -+ (Sn — Sn—1)-

Fiir die ersten Werte von n lisst sich diese Beziehung leicht iiberpriifen. Angenommen, die
Aussage gilt fiir n — 1. Wir zeigen sie nun fiir n, indem wir die erste Spalte von allen iibrigen Spalten
subtrahieren. Dann erhalten wir

51 0 0 S9 — 81 S92 — 81
$1 83— 81 v 83— 81 S —81 0 83— 81
D, (s1,...,8,) = . . . . =81
S1 S2—81 -+ Sp— 81 S —81 0 Sp— 81
Daraus folgt
Dy(s1,.--y8n) =81 Dp_1(82 — 81, 83 — S1, - -+, Sn — S1).

Unter Verwendung der Induktionsannahme erhalten wir
D, (s1,-..,8,) = s1(s2—81)(s3—81—82+81) -+ (Sn—51—Sn—1+51) = s1(s2—51)(83—52) - - (Sn—8n—1).

Man kann dieses Resultat auch ohne Induktion beweisen, indem man die folgende Folge von
Zeilenoperationen (in dieser Reihenfolge) ausfiihrt:

Ln - Ln—l — Lna

Ln—l - Ln—2 — Ln—l»

L2—L1 —)LQ.

Man erhélt dann eine obere Dreiecksmatrix, deren Diagonaleintrige s, So — S1, ..., Sn — Sp_1
sind, was das Ergebnis unmittelbar liefert.

Aufgabe 10 [Begleitmatrix]
Durch Entwicklung nach der letzten Spalte erhélt man:
B || ao
1 Ry ai n—2
det(A—al,)=|¢ - . : = (=2)" Nan-1 —2) + Y _(=1)"F " ay Ay,
k=0
—x
0 0 1 ap1—2




wobei Ay, der folgende Determinant ist (wobei —z genau k-mal auf der Diagonalen erscheint):

—z 0

A = 1
1 *
1

Dieser Determinant Ay, lidsst sich blockweise berechnen, da die Matrix eine obere Block-Dreiecksmatrix
ist. AuBerdem sind die Diagonalblocke selbst wieder Dreiecksmatrizen (der erste ist untere, der zweite
obere Dreiecksmatrix). Daraus folgt

Ak _ (—l‘)k . lnflfk.

Somit erhalten wir

det(A — zI,) = (—2)" Hap_1 — z) + i(fl)’”rk*l(fl)kakxk =(=1)" <x” - i ak:ck> .

k=0
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Universitat Osnabriick Stefan Kunis
Institut fiir Mathematik Germain Poullot

Mathematik fiir Anwender — Wintersemester 2025
Ubungsblatt 2

Bei jeder Aufgabe kénnen 10 Punkte erreicht werden.

Aufgabe 1 [Mit Integrale, 3-+4+43 Punkte]
Sei E' der Raum der stetigen Funktionen von R nach R. Man definiert:

p:fe (xr—>/jtf(t)dt)

Zeigen Sie, dass ¢ : ' — FE ist eine lineare Abbildung. Ist ¢ injektiv? surjektiv?

Aufgabe 2 [Symmetrie, 4+3+3 Punkte]
Erinnerung: Id : E — F ist die lineare Abbildung, definiert durch Id(xz) = z. Eine Symmetrie ist
eine lineare Abbildung ¢, sodass ¢ o ¢ = Id gilt.

Man betrachtet die lineare Abbildung s : R?® — R3, definiert durch

s(x,y,2) = (—x — 4y — 2z, 4o 4+ 9y + 4z, —8x — 16y — 7z).

1. Zeigen Sie, dass s eine Symmetrie ist.
2. Bestimmen Sie F' = Ker(s — Id) und geben Sie eine Basis dieses Unterraums an.
3. Bestimmen Sie G = Ker(s 4 Id) und geben Sie eine Basis dieses Unterraums an.

Aufgabe 3 [Projektor, 4+3+3 Punkte]
Eine Projektor ist eine lineare Abbildung ¢, sodass ¢ o ¢ = ¢ gilt.
Man betrachtet die lineare Abbildung p : R? — R3, definiert durch

p(xvyvz) = (255 - 22, Y, T — Z)

1. Zeigen Sie, dass p eine Projektor ist.
2. Bestimmen Sie F' = Ker(p) und geben Sie eine Basis dieses Unterraums an.
3. Bestimmen Sie G = Im(p) und geben Sie eine Basis dieses Unterraums an.
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Aufgabe 4 [Berechnungen in Hiille und Fiille, 1 x 10 Punkte]
Sie miissen nur 10 Berechnungen (richtig) durchfithren, um alle Punkte zu erhalten. Es wird dringend
empfohlen, alle Berechnungen durchzufiihren!
1. Wahr oder Falsch:
(a) Eine lineare Abbildung ¢ ist injektiv genau dann, wenn Ker ¢ = §).
(b) Ist eine lineare Abbildung ¢ : R™ — R™ injektiv, so ist sie surjektiv.
(c) Ist eine lineare Abbildung ¢ : R™ — R”™ surjektiv, so ist sie injektiv.
(d) Ist ¢ eine lineare Abbildung, so ist auch = — —¢(2z) eine lineare Abbildung.
(e) Ist die Determinante der zu einer linearen Abbildung ¢ gehérenden Matrix gleich 0, so
ist ¢ ein Isomorphismus.
(f) Haben zwei lineare Abbildungen denselben Kern und dasselbe Bild, so sind sie gleich.
2. Konstruieren Sie jeweils ein Beispiel fiir die folgenden Aussagen oder zeigen Sie, dass die
Aussage falsch ist (jeweils 2 Punkte):
(a) Es existiert eine lineare Abbildung ¢ : R” — R", deren Rang gleich der Dimension ihres
Kerns ist.
(b) Es existiert eine lineare Abbildung ¢ : R™ — R”, deren Bild gleich ihrem Kern ist.
(c) Sei F' ein Unterraum von E, dann existiert eine lineare Abbildung ¢ : E — E mit
Kerp =F.
(d) Sei F ein Unterraum von FE, dann existiert eine lineare Abbildung ¢ : F — E mit
Imp=F.
3. Bestimmen Sie den Kern und entscheiden Sie, ob ¢ injektiv ist (jeweils 1 Punkt), sowie das Bild
und entscheiden Sie, ob ¢ surjektiv ist (jeweils 1 Punkt) fiir die folgenden linearen Abbildungen:
(a) ¢ :R? = R3 mit p(z,y) = (z+y, z—y, x+y)
(b) ¢ :R3 = RY mit p(x,y,2) = (x+y,y—2, 2+y, T +y+22)
(c) ¢ : CO%(R) — C°(R) mit ¢ : f — (x — f(2?)). Dabei bezeichnet C°(R) den Raum der
stetigen Funktionen auf R.

Abgabe: bis 22.04.2026 vor 23:59
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Mathematik fiir Anwender — Loesungblatt 2

Aufgabe 1 [Mit Integrale 3+4+43 Punkte]
Fiir stetige Funktlonen fyg und ein Skalar A € R gilt: o(Af + g)( fo Af + g)(t)dt =
Ay tf@)dt + [ tg(t)dt = Ap(f) () 4 ¢(g)(z). Daher ist ¢ linear.

Ker ¢ ist die Menge der stetigen Funktionen, fiir die fo tf(t)dt = 0 fiir alle z gilt. Die Funktion
F:ax— [jtf(t)dt ist differenzierbar, und ihre Ableitung ist F'(z) = xf(z) (siche Vorlesung zur
Integration). Da F(x) = 0 fiir alle = gilt, folgt F'(z) = 0, also xf(x) = 0 fiir alle x, somit f(z) =0
fir x # 0. Da f stetig ist, folgt f(z) = 0 fiir alle z € R. Also ist Kerp = {0} (dieses “0” ist
der Nullvektor von E, das heifit die stetige Funktion, die jedes z € R auf 0 abbildet). Damit ist ¢
injektiv.

 ist nicht surjektiv, da fiir jede stetige Funktion f die Funktion ¢(f) differenzierbar ist. Ist also
g stetig, aber nicht differenzierbar, so existiert kein f € E mit ¢(f) = g.

Aufgabe 2 [Symmetrie, 44343 Punkte]

1. Wir berechnen sos(zx,y, z). Dazu schreiben wir die Matrixdarstellung von s in der kanonischen

Basis:
-1 —4 =2
M,=1 4 9 4
-8 —-16 -7

Die Matrix von s o s ist M2. Eine kurze Rechnung zeigt, dass M2 = I3 = (é z ?) Also gilt

sos=1d, und s ist eine Symmetrie.
2. Wieder verwenden wir die Matrixdarstellung:

-2 —4 =2
F =Ker(s —Id) = Ker(M; — I3) =Ker | 4 8 4
-8 —-16 -8

Durch Anwendung des Gau$-Verfahrens erhiilt man F = {(—2x —y, z, y) ; z,y € R}. Eine
Basis von F' ist durch die beiden Vektoren (—2,1,0) und (—1,0,1) gegeben.
3. Wieder verwenden wir die Matrixdarstellung:

0o -4 =2
G=Ker(s+1Id)=Ker(Ms+Is)=Ker | 4 10 4
-8 —-16 —6

Durch Anwendung des Gauf-Verfahrens erhilt man G = {(x, —2z, 4z) ; = € R}. Eine Basis
von F' ist durch die beiden Vektoren (1, —2,4) gegeben.
Beachte, dass die drei Vektoren (—2,1,0), (—1,0,1) und (1, —2,4) eine Basis von R? bilden.

Aufgabe 3 [Projektor, 4+3+3 Punkte]
1. Wir berechnen pop(z,y, z). Dazu schreiben wir die Matrixdarstellung von p in der kanonischen
Basis:
2 0 -2
M,=({0 1 0
1 0 —1

Die Matrix von p o p ist MZ?. Eine kurze Rechnung zeigt, dass Mg = M,. Also gilt pop = p,
und p ist eine Symmetrie.
2. Wieder verwenden wir die Matrixdarstellung:

2 0 =2
F =Ker(p) =Ker(M,) =Ker ([0 1 0
1 0 -1
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Durch Anwendung des GauB-Verfahrens erhilt man F = {(z, 0, z) ; = € R}. Eine Basis von
F ist durch den Vektor (1,0, 1) gegeben.

3. Wir wissen, dass Ker p Dimension 1 hat, also hat nach dem Rangsatz Im p den Rang 3—1 = 2.
Es geniigt, zwei linear unabhéngige Vektoren zu finden, um eine Basis von G zu erhalten.
p(1,0,0) = (2,0,1) und p(0,1,0) = (0,1,0) sind linear unabhiingige Vektoren, also bilden sie
eine Basis von Im p.

Beachte, dass die drei Vektoren (1,0,1), (2,0,1) und (0,1,0) eine Basis von R? bilden.

Aufgabe 4 [Berechnungen in Hiille und Fiille, 1 x 10 Punkte]
Sie miissen nur 10 Berechnungen (richtig) durchfithren, um alle Punkte zu erhalten. Es wird dringend
empfohlen, alle Berechnungen durchzufiihren!
1. Wahr oder Falsch:
(a) Falsch

(b) Wahr

(¢c) Wahr

(d) Wahr

(e) Falsch

(f) Falsch

(a) Wahr: Sei (uq,...,ux) eine Basis von F, und (uq,...,uk,v1,...,0n,) eine Basis von E,

die diese erweitert. Sei ¢ die durch die Bilder der Basis definierte Abbildung: ¢(u;) = 0
und ¢(v;) = v;. Dann gilt Kerp = F.

(b) Wahr: Sei (uq,...,ux) eine Basis von F', und (u1,...,uk, v1,...,0y,) eine Basis von E,
die diese erweitert. Sei ¢ die durch die Bilder der Basis definierte Abbildung: ¢(u;) = u;
und ¢(vj) = 0. Dann gilt Im ¢ = F.

(a) Da ¢ : R? — ... ist, hat ihr Bild hochstens Dimension 2. Es gilt ¢(1,0) = (1,1,1) und
©(0,1) = (1,—1,1). Diese beiden Vektoren sind linear unabhiingig, also dim Im ¢ = 2 und
Imyp = span((l, 1,1),(1, -1, 1)) Daher ist ¢ nicht surjektiv (dimIm ¢ # dimR?). Nach
dem Rangsatz folgt dim Ker ¢ = 2 — dimIm ¢ = 0, also Ker ¢ = {0} und ¢ ist injektiv.

(b) Da ¢ : R® — ... ist, hat ihr Bild hochstens Dimension 3. Es gilt ©(1,0,0) = (1,0,0,1),
»(0,1,0) = (1,1,1,1) und ¢(0,0,1) = (0,—1,1,2). Diese drei Vektoren sind linear un-
abhingig (man kann die Koordinaten entsprechend umordnen, um eine Stufenform zu
erhalten), also dimImep = 3 und Im¢ = span((l,0,0, 1),(1,1,1,1),(0, -1, 1,2)). Da-
her ist ¢ nicht surjektiv (dimIm¢ # dimR*). Nach dem Rangsatz folgt dimKer¢p =
3 —dimImp = 0, also Ker ¢ = {0} und ¢ ist injektiv.

(c) Angenommen, ¢(f) = 0 (die Nullfunktion), dann bedeutet das, dass f(z?) = 0 fiir alle
x € R. Da y = 22 fiir ein z € R genau dann gilt, wenn y > 0, folgt Kerp = {f €
C°(R) ; f(y) = Ofiiralley € Ry}. Fiir Imp bemerken wir, dass fiir ¢ € Im¢ die
Funktion g gerade ist, d.h. g(—2) = g(z) (denn es existiert f mit g(—x) = f((—x)?) =
f(2?) = g(z)). Umgekehrt sei g eine stetige gerade Funktion, und definiere f : x
{ 0 falls x <0

g(y/z) sonst
o(f)(x) = g(Va?) = g(Jz|) = g(z), wobei die letzte Gleichheit daraus folgt, dass g gerade
ist. Somit ist g € Im ¢. SchlieBlich gilt Im ¢ = {g € C°(R) ; g ist gerade}.

. Da g(0) = 0 (weil g gerade ist), ist f stetig. Auflerdem gilt
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Universitat Osnabriick Stefan Kunis
Institut fiir Mathematik Germain Poullot

Mathematik fiir Anwender — Wintersemester 2025
Ubungsblatt 3

Bei jeder Aufgabe kénnen 10 Punkte erreicht werden.

Aufgabe 1 [stochastisch Matrix, 64+4 Punkte]
Eine Matrix A € M, (R) heifit stochastisch, wenn ihre Eintréige nichtnegative reelle Zahlen sind und
die Summe der Eintréige jeder ihrer Zeilen gleich 1 ist.

1. Zeigen Sie, dass, wenn A € C ein Eigenwert von A ist, dann |A| < 1 gilt.

2. Zeigen Sie, dass 1 ein Eigenwert ist, und geben Sie einen zugehorigen Eigenvektor an.

Aufgabe 2 [Transponierte, 14242414143 Punkte]
Zur Erinnerung: M, (R) (die Menge der Matrizen der Grofle n x n) ist selbst ein Vektorraum der
Dimension n?. Sie werden dies nicht benétigen, aber eine Basis wird durch die Matrizen E, , fiir
a,b e {1,...,n} gegeben, wobei der Eintrag von E, ; an der Stelle (4, j) gleich 1 ist, falls i = a und
j = b, und 0 sonst.

Sei ¢ : M,(R) — M, (R) definiert durch ¢(M) = M?", wobei M* die Transponierte von M
bezeichnet (d.h. der Eintrag von M* an der Stelle (i, j) ist gleich dem Eintrag von M an der Stelle
(. 1)).

1. Zeigen Sie, dass ¢ linear ist.

2. Sei A € C ein Eigenwert von . Zeigen Sie durch Betrachtung der Nicht-Diagonaleintrige einer

Matrix, dass A2 = 1 gilt.

3. Zeigen Sie, dass die Matrizen F,, — Fp o fiir 1 < a < b < n Eigenvektoren von ¢ sind. Zu

welchem Eigenwert gehoren sie?

4. Zeigen Sie, dass die Matrizen E,, + Ep, fiir 1 < a < b < n Eigenvektoren von ¢ sind. Zu

welchem Eigenwert gehoren sie?

5. Zeigen Sie, dass die Matrizen E,, fiir 1 < a < n Eigenvektoren von ¢ sind. Zu welchem

Eigenwert gehoren sie?
6. Folgern Sie, dass ¢ diagonalisierbar ist.

Aufgabe 3 [Matrix mit Parameter, 2+2+2+42+2 Punkte]
Sei m eine reelle Zahl und A die durch
1 0 1
A= -1 2 1

2—m m—2 m

definierte Matrix.
1. Bestimmen Sie das charakteristische Polynom von A (in Abhéngigkeit von m). Welche Eigen-
werte hat A?

1 0 0
2. Bestimmen Sie ker(A — I3) fir m =1 (Hinweis: Is= [0 1 0]).
0 0 1

@«

Bestimmen Sie ker(A — 2I3) fiir m = 2.
Fiir welche Werte von m ist A diagonalisierbar?
5. Sei m = 2. Berechnen Sie A* fiir alle k € N.

e
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Aufgabe 4 [Berechnungen in Hiille und Fiille, 1 x 10 Punkte]
Sie miissen nur 10 Berechnungen (richtig) durchfithren, um alle Punkte zu erhalten. Es wird dringend
empfohlen, alle Berechnungen durchzufiihren!

1. Wahr oder Falsch:

Es existiert eine Matrix A € M3(R) mit genau einem von Null verschiedenen Eintrag, die
nicht diagonalisierbar ist.

Ist eine Matrix A diagonalisierbar, so ist auch A2 diagonalisierbar.

Ist A? diagonalisierbar, so ist A diagonalisierbar.

Ist eine Matrix A invertierbar und diagonalisierbar, so ist auch A~! diagonalisierbar.
Die Matrix A = <(1) _01> ist iber R nicht diagonalisierbar, aber iiber C diagonalisierbar.
Jede Matrix A € M3(R) besitzt mindestens einen Eigenwert.

Die Summe zweier diagonalisierbarer Matrizen ist stets diagonalisierbar.

Eine Matrix besitzt stets nur endlich viele Eigenvektoren.

2. Diagonalisiere die folgenden Matrizen (Geben Sie auBerdem die Ubergangsmatrix von der
Standardbasis zur Basis der Eigenvektoren an) (jeweis 3 Punkte):

0 2 -1 0 3 2 1 0 0
A=|3 -2 o), B=|-2 5 2|, c=(0o 1 o0
2 2 1 2 -3 0 1 -1 2

3. Erklédren Sie ohne Rechnung, warum die folgende Matrix nicht diagonalisierbar ist (2 Punkte):

A:

S O3
3w N

1
s
0

Abgabe: bis 29.04.2026 vor 23:59
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Mathematik fiir Anwender — Loesungblatt 3

Aufgabe 1 [stochastisch Matrix, 64+4 Punkte]

1. Sei Mz = Az. Sei ¢ so gewihlt, dass x; # 0 (dies existiert, da x nicht der Nullvektor ist) und
|z;| maximal ist. Betrachte dann den Betrag der i-ten Zeile von Mz = Ax:

E MLk
k

Fiir die linke Seite gilt:

> mapze| <3 ma o] <Y ma || = <Z mm) |zi| = |zil.
k k k k

Dabei wurde die Maximalitéit von |z;| benutzt. Somit folgt

Al <fzil = A <L

2. Es gilt
1 Zk mik 1
M-|:]= : =1:
1 Zk mMnpk 1
1
Damit ist | : | ein Eigenvektor von M zum Eigenwert 1.
1
Aufgabe 2 [Transponierte, 1+2+42-+1+1+3 Punkte]

1. p(aM + N) = (aM + N)t = aM"® + N* = ap(M) + ¢(N), also ist ¢ eine lineare Abbildung.
2. Sei (M) = AM, also M* = AM. Auf Koordinatenebene bedeutet dies m;; = Am;; fiir alle
1, 7. Falls M einen nichtverschwindenden Diagonaleintrag my besitzt, folgt mgr = Amig, also
A = 1. Andernfalls gibt es, da M # 0, einen nichtdiagonalen Eintrag m;; # 0 mit ¢ # j. Dann
gilt
mi; = )\mji = /\()\mz]),

also A\? = 1. Insgesamt folgt A2 =1, also A € {—1,1}.
3. Es gilt E!, = Ej,. Daher

(P(Eab - Eba) = Eba - Eab = *(Eab - Eba)a

also ist Eqp — Epq ein Eigenvektor zum Eigenwert —1.
4. Es gilt E!, = E},. Daher

<p(Eab + Eba) = Eba + Eab = Eab + Ebcu

also ist E.p + Ep, ein Eigenvektor zum Eigenwert +1.

5. Es gilt p(Fqq) = Efm = FE,q, also ist E,, ein Eigenvektor zum Eigenwert +1.

6. Die Vektoren E., — Epe, FEap + Epe und E,, sind linear unabhéingig, da keine nichttrivia-
le Linearkombination die Nullmatrix ergibt. Damit erhélt man @ linear unabhéngige
Eigenvektoren zum Eigenwert —1 (fiir ¢ < b) und n + w linear unabhingige Eigenvek-
toren zum Eigenwert +1. Insgesamt sind dies n? linear unabhingige Eigenvektoren, und da

dim M, (R) = n?, ist ¢ diagonalisierbar.
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Aufgabe 3 [Matrix mit Parameter, 2+2+2+2+2 Punkte]

1. Man berechnet das charakteristische Polynom von A. Es gilt

X-1 0 e DU S B -1 X-1 0 -1
vaX)=] 1 X-2 -1 |92 %|x_1 x-2 -1 |kl o0 x-2 o
m—2 2—-m X-—m 0 2—m X -—m 0 2—m X -—m

Daraus folgt

= -n 20 e o2 - m)

Die Eigenwerte von A sind also 1,2 und m. Insbesondere hat A, falls m = 1 oder m = 2, nur

zwei verschiedene Eigenwerte.

Falls m # 1 und m # 2, besitzt A drei verschiedene Eigenwerte, also ist A diagonalisierbar.
2. Fall m = 1: Dann ist x¢(X) = (X —1)?(X —2). Der Eigenwert 2 hat algebraische Vielfachheit

1, der Eigenwert 1 hat algebraische Vielfachheit 2.

A ist genau dann diagonalisierbar, wenn dim Ker(A — I5) = 2.

Sei u = (z,y, z). Dann

z=0 r=z
Au=u <= (—zx+y+2=0 <= (y==z
z—y=0 z=0

Eine Basis von Ker(A — I5) ist also (1,1,0).
Die Dimension ist 1 # 2, also ist A nicht diagonalisierbar.

3. Fall m = 2: Dann hat 2 algebraische Vielfachheit 2 und 1 algebraische Vielfachheit 1.
Wir bestimmen Ker(A — 2I3). Fir v = (z,y, ) gilt

—x+z=0 T =
Au=2u <= (—ax+2=0 <= Sy=y
0=0 z=x

Eine Basis von Ker(A — 21I3) ist gegeben durch (1,0,1) und (0, 1,0).
4. Also dimKer(A — 2I3) = 2, somit ist A diagonalisierbar.
5. Wir diagonalisieren nun A (fir m = 2).
Fiir den Eigenwert 1 erhélt man wieder die Basis (1,1, 0).
Setze
w=(1,1,0), v=(0,1,0), w=(1,0,1).

Dann ist (u,v,w) eine Eigenbasis und die Darstellungsmatrix lautet
1 00
D={(0 2 0
0 0 2

Die Ubergangsmatrix ist

1 0 1
pP=[(11 0], A=PDP L.
0 0 1
Man berechnet
1 0 -1
Pl={(-11 1
0O 0 1



Daraus folgt rekursiv

1 0 0
AF = ppFp—t, DF=10 28 0
0 0 2k

Schliefllich erhalt man
1 0 2-1
AP = 1—-29F 2k 2k _1
0 0 ok

Aufgabe 4 [Berechnungen in Hiille und Fiille, 1 x 10 Punkte]
Sie miissen nur 10 Berechnungen (richtig) durchfiihren, um alle Punkte zu erhalten. Es wird dringend
empfohlen, alle Berechnungen durchzufiihren!
1. Wahr oder Falsch:
(a) Wahr (A= (5 3))
b) Wahr
) Falsch (A= (1))
) Wahr (A = PDP~!, mit 0 nicht ein eigenzahl, so A=t = PD~'P~! mit D! diagonale)
) Wahr
) Wahr
)

. Charakteristisches Polynomen y 4 (\) = det(A—AI3) = —(A+4)(A—2)(A—1) so diagonalisierbar
A=PDP~! mit P = (fs : 33‘) D= (‘4 . ) pl=1L (3 12 fs) (via Ker(A +413),
2 1 2 -5 0 5
Ker(A — I3) und Ker(A — 2I3)).
Charakteristisches Polynomen xp(A) = det(B — Al3) = —(\ — 2)%(\ — 1). diagonalisierbar
B = PDP~' mit P = (ili o 1) D= (1 2) Pt = (}f s {1) (via Ker(B — I) und
Ker(B — 213)).
Charakteristisches Polynomen xc(\) = det(C — A3) = —(A — 1)%(\ — 2). diagonalisierbar
. -1 1 1 _ -1 1 .

C = PDP~! mit P = (1 i 1) D= ( . 2) Pl = (1 B 1) (via Ker(C — I5) und
Ker(C — 2I3)).

3. Der einzige mogliche Eigenwert ist m (da A eine Dreiecksmatrix ist, ldsst sich x4 = det(A —
Al3) = £(A—7)3 sofort berechnen). Aber A — I3 ist offensichtlich nicht die Nullmatrix, daher
gilt dim Ker(A — 7l3) # 3.
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Mathematik fiir Anwender — Wintersemester 2025
Ubungsblatt 4

Bei jeder Aufgabe kénnen 10 Punkte erreicht werden.

Aufgabe 1 [Habe ich ein Skalarprodukt?, 10 Punkte]
Sei A = <a b) € M>(R). Man definiert ¢ : (R?)?2 — R durch

b ¢
x
© (( 1) , <y1>) = ar1y1 + b(T1Y2 + T2y1) + CT2Y>.
€2 Y2

Zeigen Sie, dass ¢ genau dann ein Skalarprodukt ist, wenn tr(A) > 0 und det(A) > 0 gilt (Hinweiss:
tr(A) = a+¢).

Aufgabe 2 [Skalarprodukt mit Polynomen, 2+2+2+2+2 Punkte]
Sei R[X] der Vektorraum aller Polynome (endlichen, aber unbeschrénkt hohen Grades).
Betrachte die beiden folgenden Abbildungen von R[X]? nach R:

PlQ = Si_opk-a wobei P =30 _opeX* und Q = 31 gr X"
(P.Q) = [y P(z) Qx)dz

1. Zeigen Sie, dass P|Q und (P, Q) Skalarprodukte auf R[X] sind.

Finden Sie ein Polynom F, so dass fiir alle Polynome P € R[X] gilt: P|F = P(0).

3. Wir wollen zeigen, dass ein solches Polynom nicht existiert, wenn man - |- durch (-, -) ersetzt.
Angenommen, es existiert ein Polynom G, so dass fiir alle Polynome P € R[X] gilt: (G, P) =
P(0). Zeigen Sie, dass G ein Maximum M auf [0, 1] besitzt.

4. Sei Py, : x — (1 — x)™. Zeigen Sie, dass (G, P,,) < 7#1

5. Folgern Sie, dass (G, P,,) — 0 fiir n — 4o00. Schlieflen Sie daraus einen Widerspruch (und dass

G nicht existieren kann).

N

Aufgabe 3 [Cauchy—Schwarz, 5+5 Punkte]
Seien z,y, 2z € R mit 2% + y? + 22 < 1. Zeigen Sie, dass (z + 2y + 32)? < 14 gilt, und untersuchen
Sie die Fille der Gleichheit.

Nun nehmen wir an, dass @2 + 2y* + 3z% < 1 gilt. Zeigen Sie, dass (z +y + 2)? < X gilt (man
kann dabei ¢(x,y) = z1y1 + 2x2y2 + 3x3ys setzen und zeigen, dass es sich um ein Skalarprodukt
handelt).
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Aufgabe 4 [Berechnungen in Hiille und Fiille, 1 x 10 Punkte]
Sie miissen nur 10 Berechnungen (richtig) durchfithren, um alle Punkte zu erhalten. Es wird dringend
empfohlen, alle Berechnungen durchzufiihren!
1. Wahr oder Falsch:
(a) In jedem reellen Skalarproduktraum gilt: Aus (x,y) = 0 folgt ||z + y||? = ||=]|* + ||y||*.
(b) Gilt ||z +y|| = ||z|| + ||y||, so sind  und y linear abhéngig.
(¢) In der Cauchy—Schwarz-Ungleichung gilt genau dann Gleichheit, wenn einer der Vektoren
ein skalares Vielfaches des anderen ist.

)
) Gilt (x,y) = 0 fiir alle y, so ist x = 0.

) Gilt ||z +y||? = ||=||> + ||y||?, so sind z und y orthogonal.

) Ist « # 0, so ist die Abbildung y + (x,y) ein lineares Funktional.
; Gilt [|z]| = [lyl| = 1, so ist |(z,y)| < 1.

2. Man setze u = (1,0,0) und v = (1, 1,2). Berechnen Sie:
(a) {u}t
(b) {v}+
(c) {u,v}*
3. Definieren die folgenden Abbildungen ein Skalarprodukt auf R? (Geben Sie eine kurze Be-
griindung)?
(8) o((zr. 22 VETRT R

)s ( )

z1,22), (Y1, y2)) = 4z1y1 — T2Yy2;
)s ( )
)s ( )

= x1Y1 — 3T1Y2 — 3T2y1 + 10z2Y0.
= (21 + 22)(y1 + y2)

Abgabe: 06.05.2026 vor 23:59
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Mathematik fiir Anwender — Loesungblatt 4

Aufgabe 1 [Habe ich ein Skalarprodukt?, 10 Punkte]
Wie auch immer, ¢ ist bilinear und symmetrisch, mit ¢(0,0) = 0, unabhéngig von den Werten von
a,b und c.

 ist genau dann positiv definit, wenn

Z1 Z1 .
L,O((x2> , (m)) >0 fir alle 1, 5.
T x
Lp((é) , (é)) = ax? + 2bxy 1y + cxl.

Fiir (wl) = <(1)> erhdlt man a > 0. Fiir <il> = (0> erhilt man ¢ > 0. Also gilt tr(A4) > 0.
2

Es gilt jedoch:

X9 1
Fiir die Determinante kann man ein Argument von Cauchy verwenden: Man betrachtet das

Polynom zweiten Grades
at? +2bt + ¢ = @((i) , G)) > 0.

Da dieses Polynom auf R keine Nullstelle hat (es ist stets > 0), ist seine Diskriminante strikt negativ.
Es gilt aber
A = 4b* — 4ac = —4det(A).

Also folgt det(A) > 0.
Betrachten wir nun die Umkehrung. Ist det(A) > 0, so hat

AG)-0))

ein strikt konstantes Vorzeichen fiir alle ¢. Insbesondere fiir ¢ = 0 folgt, dass dieses Polynom das
Vorzeichen seines Wertes bei 0 hat, also das von c.

Da tr(A) = a + ¢ > 0 und det(4) = ac — b*> > 0, folgt ac > 0, also haben a und ¢ dasselbe
Vorzeichen. Wegen a + ¢ > 0 gilt dann a > 0 und ¢ > 0, und schliellich

()
()00

Seien nun z1,x € R. Falls x5 # 0, setze t = ;’;—;, dann ist

()==()
A((2)- (1) =24(0)- () o
A((0):(5)) el () () =

Damit haben wir gezeigt, dass ¢ genau dann ein Skalarprodukt ist, wenn tr(A) > 0 und det(A) >

AuBlerdem gilt

also:

Falls x5 = 0, so gilt:

0.
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Aufgabe 2 [Skalarprodukt mit Polynomen, 2+2+2+2+2 Punkte]
Sei R[X] der Vektorraum aller Polynome (endlichen, aber unbeschrénkt hohen Grades).
Betrachte die beiden folgenden Abbildungen von R[X]? nach R:

PlQ = lezo Dk - Gk wobei P = ZZ:O pe X und Q = ZZ:O qr X®
(PQ) = [y Pl2) Q)de
1. -|- ist das iibliche Skalarprodukt zwischen Vektoren in R"*!, wihrend (-, -) ein iibliches

Skalarprodukt auf stetigen Funktionen ist. Man kann {iberpriifen, dass beide symmetrisch,
bilinear und positiv definit sind; wir zeigen dies fiir (-, -), welches offensichtlich symmetrisch
ist:

1 1 1
<>\P+R,Q>:/O ()\P+R)~Q=/\/O P-Q+/O R-Q=\P,Q)+ (R,Q)

1
(P,P) = /O P(z)%*dz >0, da P(2)> >0

Auflerdem gilt: Wenn (P, P) = 0, dann ist P(x)? = 0 fiir alle  €]0, 1[ (denn das Integral einer
positiven Funktion ist genau dann 0, wenn die Funktion auf dem Integrationsintervall gleich
0 ist). Da P ein Polynom ist, kann es nicht unendlich viele Nullstellen haben, aufler im Fall
P = 0 (d.h. das Nullpolynom). Folglich gilt: Wenn (P, P) = 0, dann ist P(z) = 0 fiir alle
x €]0, 1], und da ]0, 1] unendlich ist, folgt P = 0. -

2. Sei F' =1, und sei P ein beliebiges Polynom. Dann gilt P|F" = Y, pi fx, wobei fo = 1 und
fr = 0 fiir alle k > 1, also P|F = po = P(0).

3. Da G ein Polynom ist, ist es insbesondere eine stetige Funktion auf [0, 1] und besitzt daher ein
Maximum, das angenommen wird. Es existieren also z, € [0,1] und M € R mit G(z,) = M
und M > G(z) fiir alle z € [0,1] (Vorsicht: Dies gilt nicht fiir alle x € R).

4. Sei P, : x — (1 — x)™. Dann gilt:

1

-1 (1 7z)n+1 _ l

n+1 o N+l

1 1
(P, G) = /0 (1—2)"G(x)dx < /0 1—-2)" - Mde=M

5. Auf die gleiche Weise besitzt G ein Minimum auf [0, 1], sei es m € R. Dann gilt

Fiir n — +o0 konvergieren beide Seiten gegen 0, also (P,,, G) — 0.

Andererseits gilt P,(0) =1 fiir alle n, also P,,(0) — 1 fiir n — 4o0.

Wenn nun (P, G) = P(0) fiir alle Polynome P gilt, dann insbesondere auch fiir alle P,,. Doch
aus (P,,G) = P,(0) folgt durch Grenziibergang 0 = 1. Dieser Widerspruch zeigt, dass ein
solches G nicht existieren kann.

Aufgabe 3 [Cauchy—Schwarz, 5+5 Punkte]
Man verwendet die Cauchy-Schwarz-Ungleichung mit:
x 1 2 2\ ||? 1\ |I?
(x+2y+3z)2< y 2 > <y 2 <1x (12422 4+3%) =14.
z 3 z 3
T 1
Der Gleichheitsfall tritt ein, wenn | y | kollinear zu | 2 | ist.
z 3

Umgekehrt ist ¢ tatsiichlich ein Skalarprodukt (man kann die Aufgabe iiber Skalarprodukte
betrachten, die von 2 x 2-Matrizen erzeugt werden). Daher kann man es verwenden, um die Cauchy-

x 1

Schwarz-Ungleichung fiir das Skalarprodukt zwischen | y | und % zu betrachten:
P I
3
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Aufgabe 4 [Berechnungen in Hiille und Fiille, 1 x 10 Punkte]
Sie miissen nur 10 Berechnungen (richtig) durchfiihren, um alle Punkte zu erhalten. Es wird dringend
empfohlen, alle Berechnungen durchzufiihren!
1. Wahr oder Falsch:
(a) Wahr

Ol = =
v
N——
IN
—_
X
/N
—
[\
+
[\
—~
N[
~—
+
w
—
W=
S~—
)
N—
Il
‘ —
—_

(1,0,0) und v = (1,1, 2). Berechnen Sie:
{(z,y,2) € R® ; ((2,9,2),(1,0,0)) = 0} = {(z,9,2) € R® ; z = 0} =
(0.0.1)
,2) € R 5 {(z,9,2),(1,1,2)) =0} = {(z,y,2) € R®; x +y +22 =0}
span((1,—1,0),(2,0,-1))
(¢) {u, v} ={(z,y,2) €R®; x =0and z+y+ 2z = 0} =span((0,2,—1))
3. Definieren die folgenden Abbildungen ein Skalarprodukt auf R? (Geben Sie eine kurze Be-
griindung)?
(a) Falsch, nicht (bi)linear.
(b) Falsch, nich positive: ¢((1,—1),(1,-1)) =4-1-(=1)—1-(-1) = -3 <0.
(¢) Falsch, nich positive: ¢((1,—-1),(1,-1)) =1-(=1)=3-1-(=1)=3-1-(=1)+10-1-(-1) =
—5 < 0.
(d) Falsch, nicht definite: ¢((1,0),(1,0)) = (14 1) - (0+0) = 0 mit (1,0) # 0.
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Mathematik fiir Anwender — Wintersemester 2025
Ubungsblatt 5

Bei jeder Aufgabe kénnen 10 Punkte erreicht werden.

Aufgabe 1 [Gram-Determinante, 5+5 Punkte]
Sei F ein euklidischer Raum. Fiir z1,...,z, Vektoren aus £ nennt man die Gram-Matriz die Ma-
trix in M,(R), die durch ({z;,x;));; definiert ist. Die Determinante dieser Matrix heiit Gram-
Determinante der Vektoren z1, ..., z, und wird mit G(z1,...,2,) bezeichnet.
1. Zeigen Sie, dass (x1, . . ., ) genau dann eine linear unabhéingige Familie ist, wenn G(x1, ..., z,) #
0 gilt.
2. Esseinun (z1,...,zp) eine linear unabhéngige Familie und F' = span(x1, ..., zp). Sei auBerdem
x € E. Zeigen Sie, dass
o G(x,x1,...,2p)

G(z1,...,xp)

wobei d(z, F') der Abstand des Punktes z vom F ist, das heifit d(x, F') = min{||z—y| ; y € F}.
Sie kénnen annehmen, dass d(z, F') = ||z — pr(z)|| gilt, wobeil pp die orthogonale Projektion
auf F ist, falls Sie dies benotigen.

d(x, F)

Aufgabe 2 [Minimierer von Multi-Metrik, 3+3+2+2 Punkte]

Wir betrachten R als metrischen Raum, versehen mit verschiedenen Absténden. Im gesamten Verlauf

der Aufgabe seien reelle Zahlen ay, ..., a, fest gegeben; es ist moglich, dass a; = a; fiir gewisse i # j

gilt.

1. Sei 6 : R xR — R, der Abstand definiert durch &(z,y) = { (1) iiﬁtx =Y
definiert durch A(y) = >"}_, d(ax,y). Zeigen Sie, dass die Minimierer von A die Modi von
(a1,...,ay) sind. (Zur Erinnerung: Ein “Modus” einer Liste von Zahlen ist ein Wert aus der
Liste, der am h#ufigsten vorkommt.)

2. Seid: R xR — Ry der Abstand definiert durch d(z,y) = | — y|. Sei D : R — R, definiert
durch D(y) = > p_, d(ak,y). Zeigen Sie, dass die Minimierer von D die Medianwerte von
(a1,...,ay) sind. (Zur Erinnerung: Ein “Median” einer Liste von Zahlen ist ein Wert, sodass
die Halfte der Zahlen grofler und die andere Hilfte kleiner als dieser Wert ist.)

3. Sei f: R xR — Ry definiert durch f(z,y) = (z — y)?. Zeigen Sie, dass f zwei Axiome einer
Metrik erfiillt, jedoch nicht das dritte.

4. Sei F : R — Ry definiert durch F(y) = >"7_; f(ak,y). Zeigen Sie, dass der Minimierer von F'

Sei A:R >R,

das arithmetische Mittel von (a1, ..., a,) ist.
Aufgabe 3 [Harmonische Metrik, 2+2+3+3 Punkte]
Sei X =0, +oo]. Fiir z,y € X setzen wir
1 1
8 =|-—-.
@ =33

1. Zeigen Sie, dass § eine Metrik auf X ist.

2. Bestimmen Sie B(1,1) beziiglich dieser Metrik.

3. Ist die Menge A =]0, 1] beziiglich dieser Metrik beschriankt? Ist sie abgeschlossen?
4. Bestimmen Sie die offenen Kugeln mit Radius 7 beziiglich dieser Metrik.
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Aufgabe 4 [Berechnungen in Hiille und Fiille, 1 x 10 Punkte]

Sie miissen nur 10 Berechnungen (richtig) durchfithren, um alle Punkte zu erhalten. Es wird
dringend empfohlen, alle Berechnungen durchzufiihren!

1. Wahr oder Falsch:

(a) Jeder metrische Raum besitzt mindestens eine nichtleere offene Menge.
Jede abgeschlossene Kugel in einem metrischen Raum ist eine abgeschlossene Menge.
Der Durchschnitt zweier offener Mengen in einem metrischen Raum ist stets offen.
Jede endliche Teilmenge eines metrischen Raums ist abgeschlossen.
In einem metrischen Raum ist jede einelementige Menge offen.
Der Rand einer offenen Kugel in R™ ist immer nichtleer.
Es gibt > 3 Teilmengen von R™ die sowohl offen als auch abgeschlossen sind.
Das Produkt zweier orthogonaler Matrizen ist orthogonal.
Die Inverse einer orthogonalen Matrix ist ihre Transponierte.
Jede orthogonale Matrix hat Determinante gleich 1.
Das Gram-Schmidt-Verfahren liefert aus jeder linear unabhingigen Familie stets eine
Orthonormalbasis.
(1) Jede Rotationsmatrix in R? ist orthogonal.

(m) Jede orthogonale Matrix stellt entweder eine Rotation in R™ dar.

2. Untersuchen Sie fiir jede der folgenden Matrizen, ob sie orthogonal ist. Begriinden Sie Ihre

Antwort.
1 2
w=(0) 2-(07),
0 ,
0
1

¢
d
e
f
g
h

~~ —~

(i

b)
)
)
)
)
)
)
)
)
(k)

1 1

wm (25 2 o) afo 10
SZ—Wﬁ y 44 =
0 0 0 0 1

Abgabe: 13.05.2026 vor 23:59
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Mathematik fiir Anwender — Loesungblatt 5

Aufgabe 1 [Gram-Determinante, 5+5 Punkte]

1. Zunichst bemerken wir: Ist (21, ..., x,) eine linear abhéngige Familie, so ist einer der Vektoren,
sagen wir der j-te, eine Linearkombination der anderen. Diese Relation iibertrigt sich auf
die Gram-Matrix, deren j-te Spalte dann eine Linearkombination der iibrigen ist. Daher gilt
G(l‘l,. ..,Z‘p) =0.

Angenommen nun, dass G(z1,...,%,) = 0. Dann sind die Spaltenvektoren der Gram-Matrix
linear abhéingig. Das bedeutet, dass es Skalare A1, Az, ..., A,, nicht alle null, gibt, so dass fiir
allei=1,...,pgilt: Mz + -+ Apap, ) =0.

Wir erhalten somit p Gleichungen. Multiplizieren wir die erste mit A;, die zweite mit Ao, usw.,
und summieren diese Gleichungen, so ergibt sich aufgrund der Bilinearitit des Skalarprodukts:

<)\1.’E1 + -+ )\pifp, )\1251 + -+ )\pxp> = ||)\1.’E1 +- )\pifp”? =0.

Das bedeutet, Az + - - - + Apxp = 0, und somit ist die Familie (z1,...,z,) linear abhéingig.
2. Schreiben wir nun x = v+ v mit u € F und v € F+, und erinnern wir daran, dass d(z, F) =
lv]l. Betrachtet man die zugehérige Gram-Matrix und nutzt die Orthogonalitéit von v zu den

Vektoren z1,...,x,, so erhélt man:
Jull> +[lol*  (w,z1) - (u,zp)
(i, u) +0  (z1,21) -+ (T1,7p)

G(z,z1,...,2p) =
<‘T;mu>+0 <Ip7x1> <xpaxp>

Aufgrund der Multilinearitdt der Determinante und durch Betrachtung der ersten Spalte folgt:

[l (wy2a) e ()
Gla,z1,...,2p) = Glu, 21, ..., zp) + 0 fmwm) e )
0 (Tpsx1) o (Tp,Tp)
Da G(u, 1, ...,xp) = 0 gilt (weil die Familie (u, 1, ...,xp) linear abhéngig ist), ist die zweite
Determinante gleich ||v||? G(z1,...,z,), was die Behauptung zeigt.
Aufgabe 2 [Minimierer von Multi-Metrik, 3434242 Punkte]

1. Sei x € R. Falls z ¢ {a1,...,a,}, dann gilt §(z,a;) = 1 fiir alle 4, also ist A(x) =n > A(ag).
Falls « = q; fiir ein 4, sei m; die Anzahl der Indizes j € [n| mit a; = a,;. Dann gilt 6(a;,a;) =0
fiir diese j und = 1 sonst. Also ist A(a;) =n —m;.

Ist aj ein Modalwert von (aq,...,a,), dann ist mj maximal unter den m,, also ist A(ay)
minimal (unter allen A(z) fir z € R).

Umgekehrt: Ist A(z) minimal, so gilt A(xz) = A(a,), also ist die Anzahl der Vorkommen von
z in (aq,...,a,) maximal, d.h. z ist ein Modalwert von (a1, ...,an).

2. Sei d : y — d(ag,y). Jede Funktion dj ist differenzierbar aufler in ag, daher ist D auf

-1 fallsy < ag,

+1 falls y > ag.

Somit ist D’(y) = (Anzahl der ay, groBer als y) — (Anzahl der ay, kleiner als y).

Daher nimmt D ein Minimum (fiir D’(y) = 0) genau dann an, wenn es gleich viele ay gibt,

die kleiner als y sind, wie solche, die gréfler sind, d.h. genau dann, wenn y ein Median von

(a1,...,ay) ist.

R\ {a1,...,a,} differenzierbar. Es gilt d} (y) =
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3. f ist offensichtlich symmetrisch. AuBerdem ist f positiv und es gilt: f(z,y) =0 < z—y =
0 = z=uy.
Jedoch erfiillt f die Dreiecksungleichung nicht, denn:

JO.D=1>f(0,5)+f(5)=F+i=4

4. Sei fx 1y — f(ak,y). Jede Funktion f, ist differenzierbar mit f}(y) = 2(y — ax). Daher ist F'
differenzierbar mit F'(y) =2, (y — ax).
Somit gilt F’'(y) = 0 genau dann, wenn ), (y — ax) = 0, also genau dann, wenn n-y = >, ax.
Dies ist #iquivalent dazu, dass y das arithmetische Mittel von (ay,...,a,) ist.
Dies ist tatséchlich ein Minimum, da F eine Summe quadratischer Funktionen ist.

Aufgabe 3 [Harmonische Metrik, 2424343 Punkte]

1. 0 ist eine Metrik. In der Tat gilt:

o 0(x,y) = d(y, x).

o) =1 -t < |- gf [ -

e 0(z,y) =0 genau dann, wenn z = y.
Also ist (X, 0) ein metrischer Raum.

2. Sei nun z > 0. Dann gilt * € B(1,1) genau dann, wenn ‘% — 1‘ < 1. Wir 16sen diese Un-
gleichung: [1 —1] <1 <= -1<l-1<1 <= 0<l<2 < 2> 1 Alsoist
B(1,1) =]%, 400

3. Die Menge A ist nicht beschriinkt. Sei ndmlich a > 0 fest. Fiir n > 2 gilt 1/n € A. Aulerdem
ist 6(a,1/n) = |n— 1| — +oo. Daher ist A in keiner Kugel B(a, R) enthalten und somit
nicht beschrénkt.
Nun zeigen wir, dass A abgeschlossen ist. Sei (z,) eine Folge in A, die beziiglich § gegen ein
£ > 0 konvergiert. Das bedeutet, dass die Folge (1/x,) gegen 1/¢ (im iiblichen Sinn) konvergiert.
Durch Invertieren folgt, dass (x,) gegen ¢ konvergiert. Da x,, € [0, 1] fiir alle n, gilt dies auch
fiir £. Zudem ist ¢ # 0, also £ € A.

4. Sei nun zp € X und r > 0. Wir bestimmen B(z,r). Es gilt

=d(z,y) + o(y, 2).

1

X Zo

1 1 1
<r<— ——r<-<—+4r

x € B(zg,r) <=
i) x Zo

Beim Invertieren muss man beachten, dass alle Groflen positiv sind, weshalb zwei Fille zu
unterscheiden sind.
Fall 1: r > 9710 Dann liefert die linke Ungleichung keine zusiitzliche Information, da x > 0 gilt.

Somit:
€ B(zg,r) < = > S
x ; = .
0 o+ 1+

Fall 2: r < ;10 Dann gilt:

1 T x
x € B(xo,1) <= — >r>g—— = ° _<a< 2_
= —7 - 47 1+ 7rxo 1—rxg
xo xo
Zusammenfassend erhalt man:
; . 1
o=, oo fallsr > -,

B(xg,r) =

o o
}71-5-7".7:0 T [ sonst.
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Aufgabe 4 [Berechnungen in Hiille und Fiille, 1 x 10 Punkte]

Sie miissen nur 10 Berechnungen (richtig) durchfithren, um alle Punkte zu erhalten. Es wird
dringend empfohlen, alle Berechnungen durchzufiihren!

1. Wahr oder Falsch:

(a) Wahr (die Menge itself)

(b) Wahr
(¢) Wahr
(d) Wahr
(e) Falsch
(f) Wahr
g) Falsch (@ und R™ sind)
h) Wahr
) Wahr
) Falsch (+1 oder —1)
(k) Wahr
(1) Wahr

(m) Falsch
2. Eine Matrix A ist genau dann orthogonal, wenn AT A = I gilt (dquivalent: die Spalten bilden

ein Orthonormalsystem).

o (0 =1\ o (01
(a) Fir A; = (1 O) gilt A7 = <_1 O>’ SO
10
AT A, = (0 1) =1
Also ist A; orthogonal.
(12 o (10
(b) Fir Ay = <0 1) gilt A3 = (2 1), S0

1 2
A2TA2:<2 5);&1.

(
(
(i
(J

1

Also ist A nicht orthogonal.

1 1
o0
(c) Fir A5 = f% % 0 | sind die Spalten orthonormal:
0 0 1
1
2
=1, V2 =1,
0
und ihre Skalarprodukte sind 0. Daher gilt AT A3 = I, also ist A3 orthogonal.
1 4 0
(d) Fiir Ay= [0 1 1], dieBox (1,2) of AyAT ist i # 0. Also ist A4 nicht orthogonal.
0 0 1

34



Universitat Osnabriick Stefan Kunis
Institut fiir Mathematik Germain Poullot

Mathematik fiir Anwender — Wintersemester 2025
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Bei jeder Aufgabe kénnen 10 Punkte erreicht werden.

Aufgabe 1 [Newton-Verfahren fiir v/2, 10 Punkte]
Verwenden Sie das Newton-Verfahren, um die ersten 5 Nachkommastellen von v/2 zu berechnen.
Hinweis: f(x) = 2% — 2 ist eine geeignete Funktion.

Aufgabe 2 [Page Rank Algorithmus, 14+3+4+2 Punkte]

1. Sei D = eine diagonale reelle n x n-Matrix. Zeigen Sie, dass die Abbildung
An
fp : R™ — R™ definiert durch fp(z) = Dz, stetig auf R™ ist.

2. Zeigen Sie, dass fp genau dann eine Kontraktion von R™ ist, wenn fiir alle ¢ gilt: |\;| < 1.

3. Sei A eine reelle symmetrische Matrix, deren Eigenwerte alle (streng) einen Betrag kleiner als
1 haben. Sei fa :  — Az. Zeigen Sie, dass f4 eine Kontraktion von R" ist, und folgern Sie,
dass f4 genau einen Fixpunkt besitzt (welcher ist das?).

4. Sei A eine reelle symmetrische Matrix, deren Eigenwerte alle (streng) einen Betrag kleiner als
1 haben, mit Ausnahme eines Eigenwerts, der genau 1 ist. Sei (x,), die Folge, die definiert
ist, indem man z( als einen beliebigen Vektor in R™ wahlt und x,4+1 = Az, setzt. Zeigen Sie,
dass die Folge (x,), gegen einen Eigenvektor von A konvergiert, der zum Eigenwert 1 gehort.

Aufgabe 3 [symmetrischer linear Abbuldung, 2+3+3+2 Punkte]
Sei E ein euklidischer Raum und u eine symmetrischer linear Abbildung F — F| das heifit, u erfiillt

Vo,y € B, (u(z),y) = (z,u(y)).

Sei S={z € E; (x,x) = 1} die Einheitskugel von F und ¢ : S — R die Abbildung, definiert durch

1. Zeigen Sie, dass ¢ auf S ein Maximum annimmt. Bezeichnen Sie mit zy einen Punkt, in dem
dieses Maximum erreicht wird.
2. Sei y ein Einheitsvektor, der orthogonal zu z ist. Fiir ¢ € R setze man

x(t) = (cost) zo + (sint)y und f(t) = (u(z(t)), z(t)).

Zeigen Sie, dass f in 0 ein Maximum besitzt.
Folgern Sie daraus, dass y orthogonal zu wu(zg) ist.
4. Folgern Sie daraus, dass xg ein Eigenvektor von w ist.

@«
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Aufgabe 4 [Berechnungen in Hiille und Fiille, 1 x 10 Punkte]

Sie miissen nur 10 Berechnungen (richtig) durchfithren, um alle Punkte zu erhalten. Es wird
dringend empfohlen, alle Berechnungen durchzufiihren!

1. Wahr oder Falsch:

(a) Ist jede konvergente Folge in einem metrischen Raum beschriankt?

(b) Eine beschriankte Folge in einem metrischen Raum ist konvergent.

(c) Bildet jede stetige Abbildung zwischen metrischen Riaumen konvergente Folgen auf kon-
vergente Folgen ab?

(d) Gilt: Wenn eine Abbildung jede konvergente Folge auf eine konvergente Folge abbildet,
dann ist sie stetig?

(e) Ist eine Abbildung zwischen metrischen Raumen genau dann stetig, wenn das Urbild jeder
offenen Menge offen ist?

(f) Ist das Bild jeder offenen Menge unter einer stetigen Abbildung wieder offen?

(g) Gilt: Wenn eine Folge konvergiert, dann konvergieren alle ihre Teilfolgen gegen denselben
Grenzwert?

(h) Ist die Verkettung zweier stetiger Abbildungen wieder stetig?

2. Welche der folgenden Mengen sind kompakt (je 1 Punkt)? Welche der folgenden Mengen sind
wegzusammenhéngend (je 1 Punkt)? Geben Sie sehr kurze Begriindungen an (wir arbeiten mit
der iiblichen Metrik auf R™).

(a) R?\'S, wobei S der Einheitskreis ist.

)
(b) Ker ¢, wobei go R™ — R™ eine (nichttriviale) lineare Abbildung ist und m < n.
(c) {(¢, cost) € [-m, 7w} U{(t,sint); t € [-m, 7]} in R
(d) {(t,cost); t € [-m, 7]} N{(t,sint); t € [-m, x|} in R2.
(e) {(¢, cost) € [-m, m}A{(t,sint); t € [-7, 7]} in R?, wobei AAB = (AU B)\ (AN B)

die symmetrische Differenz ist.
(f) @no,1] in R.

Abgabe: 20.05.2026 vor 23:59
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Mathematik fiir Anwender — Loesungblatt 6

Aufgabe 1 [Newton-Verfahren fiir v/2, 10 Punkte]
Wenden wir das Newton-Raphson-Verfahren an, um eine Nullstelle der Funktion f : z + 22 — 2 zu
bestimmen. Wir kénnen mit xg = 2 beginnen (ein beliebiger Startwert ist moglich) und definieren

dann eine Folge durch 41 =z, — f,((”;")).

Solange kein f’(x,) gleich 0 ist, konvergiert diese Folge gegen einen Wert 2., mit f(zs) = 0,
das heifit xgo — 2 =0. Falls o, > 0, dann ist x,, = \/5, andernfalls 7., = —v/2.

Durch Berechnung der ersten Werte von ,, erhilt man immer genauere Niherungen von v/2.
Wenn die Differenz zwischen zwei aufeinanderfolgenden Werten kleiner als 1079 ist, wissen wir, dass
die ersten fiinf Dezimalstellen korrekt sind.

Fiir diese spezielle Funktion f gilt: 2,41 =z, — Izizf = %xn + i
Dabher:

To =2

3

T = ?7: 1.5

Ty = E;ﬂ 1.41667

T3 = 3(6)28;71.414215

Ty = moeeo N 1.41421356237

Die ersten fiinf Dezimalstellen der letzten beiden Zeilen stimmen iiberein, also handelt es sich
um eine Néherung von v/2 auf fiinf Dezimalstellen: Wir kénnen hier aufhéren.

Aufgabe 2 [Page Rank Algorithmus, 1+3+4+2 Punkte]

1. fp ist eine lineare Abbildung, also ist sie stetig (dies kann einfach aus der Vorlesung zitiert
werden). Es gibt mehrere Beweise dafiir; zum Beispiel: Fixiere z € R™ und € > 0. Sei m so

gewiihlt, dass |\,,,| maximal ist, und setze 6 = - Dann gilt fiir alle y € R™ mit lly — x| < o:

k

1 fo()~fo@)l| = | D(y—2)] = \/Z Nk — 212 < VOZ, [ (0 — 212 = Dol =2 < S5 =<
k

Also ist fp stetig.

2. fp ist genau dann eine Kontraktion, wenn fiir alle z,y € R™ gilt: || fp(y) — fo(@)] < |ly — x|
Wir zeigen, dass fp genau dann eine Kontraktion ist, wenn |A;| < 1 fiir alle ¢ € [n] gilt. Aus
der vorherigen Rechnung folgt ||fp(y) — fo(z)]] < |Am| - ||x — yl||, wobei m so gewihlt ist, dass
| A | maximal ist. Ist also |A;| < 1 fiir alle ¢ € [n], so ist fp eine Kontraktion. Umgekehrt: Ist
fp eine Kontraktion, so gilt insbesondere fiir jeden Eigenwert A; mit zugehorigem Eigenvektor
x:

Ifp(@) = fo(0)]| < lz—0l.
Da fp(0) =0 und fp(x) = Az gilt, folgt

ozl < llzll = Al - [le]| < [l]]-

Da « ein Eigenvektor ist, gilt ||z|| > 0, also folgt |A\;] < 1.

3. Da A eine reelle symmetrische Matrix ist, ist sie diagonalisierbar und besitzt sogar eine or-
thonormale Basis aus Eigenvektoren. Sei B = (by,...,b,) eine solche Basis mit Ab; = \;b;.
Fiir z,y € R™ schreiben wir

r=a1by + -+ apb,, y=71b1+ -+ Ynbn.
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Sei A, der Eigenwert mit grofStem Betrag. Dann gilt (die dritte Gleichheit folgt daraus, dass
B orthonormal ist):

[fa(@)=fa@)l = [A(z—y)ll =

D Ak(ak = yi)bx
k

- \/Z M (s~ )2 < VR[S (00 =02 = Al la—y
k k
Da nach Voraussetzung |A\,| < 1 gilt, folgt ||fa(z) — fa(y)|| < ||z — yl|, also ist fa eine
Kontraktion. Damit besitzt f4 genau einen Fixpunkt; da f4(0) = 0 gilt, ist 0 dieser eindeutige
Fixpunkt.
4. Sei B = (b,by,...,b,_1) eine orthonormale Basis aus Eigenvektoren von A, so dass Ab=1-b
und Ab; = \b; mit [N\| < 1fiir 1 <¢<n-—1.Sei

zo = ab+ ap,1b1 + -+ apn—1bn-1.

Wir definieren yg = 29 — ab und y,+1 = Ay,. Wir zeigen durch Induktion, dass =, = ab+ y,
gilt. Fiir n = 0 ist dies klar. Angenommen, die Aussage gilt fiir ein festes n. Dann folgt:

Tpy1 = Az, = aAb+ Ay, = ab + ynya,

da b ein Eigenvektor zum Eigenwert 1 ist. Weiter gilt yo € Span(by,...,b,—1) und auch y, €
Span(by,...,b,—1), da dieser Raum unter A invariant ist. Auf diesem Raum ist A jedoch eine
Kontraktion (nach dem vorherigen Teil), also gilt y, — 0. Folglich gilt z,, — ab, was ein
Eigenvektor von A zum Eigenwert 1 ist.
Im Allgemeinen ist es fiir eine beliebige Matrix A eine gute Methode, die Folge x,+1 = Ax,
(oder mit Normierung: x,11 = HAITHAzn) zu betrachten, um schnell gegen einen Eigenvektor von
A zu konvergieren, der zum Eigenwert mit grofftem Betrag gehort.

Aufgabe 3 [symmetrischer linear Abbuldung, 2+3+3+2 Punkte]

1. S ist eine kompakte Teilmenge von E (da es eine abgeschlossene und beschrinkte Teilmenge
eines endlichdimensionalen normierten Vektorraums ist). Auerdem ist ¢ eine stetige Abbil-
dung von S nach R als Verkettung stetiger Abbildungen (u und das Skalarprodukt). Daher
nimmt ¢ auf S tatséchlich ein Maximum an.

2. Nach dem Satz des Pythagoras ist fiir jedes reelle ¢ der Vektor z(t) ein Einheitsvektor, und es
gilt f(t) = p(z(t)) < p(xo) = f(0). Somit besitzt f ein Maximum bei 0.

3. Entwickelt man f, so erhélt man unter Verwendung der Symmetrie von u: f(t) = cos? t (u(x), xo)+
2costsint (u(y), o) + sin’t (u(y),y).

Die Funktion f ist differenzierbar, und da sie bei 0 ein Maximum besitzt, ist ihre Ableitung
dort gleich null. Es gilt jedoch f/(0) = 2(u(xg),y).
Daraus folgt, dass u(xg) orthogonal zu y ist.

4. Nach der vorherigen Frage ist u(xg) orthogonal zu allen Vektoren, die orthogonal zu z( sind.
Folglich ist w(zp) kollinear zu xg, was genau bedeutet, dass zy ein Eigenvektor von wu ist.
Damit haben wir in dieser Aufgabe gezeigt, dass jeder symmetrische Endomorphismus einen
Eigenvektor besitzt.
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Aufgabe 4 [Berechnungen in Hiille und Fiille, 1 x 10 Punkte]

Sie miissen nur 10 Berechnungen (richtig) durchfithren, um alle Punkte zu erhalten. Es wird
dringend empfohlen, alle Berechnungen durchzufiihren!
1. Wahr oder Falsch:

(a)

()

Wahr
Falsch
Wahr
Falsch
Wahr (Df = f fir f lineare)
Wahr

Wahr

2. Welche der folgenden Mengen sind kompakt (je 1 Punkt)? Welche der folgenden Mengen sind
wegzusammenhingend (je 1 Punkt)? Geben Sie sehr kurze Begriindungen an (wir arbeiten mit
der iiblichen Metrik auf R™).

(a)
(b)

Nicht kompact (gibt x,, = (0,n) € R?\S nicht beschrinkt), nicht wegzusammenhiingend
(keine weg von (0,0) nach (2,0)).

Nicht compact (fir z € Ker¢, es gibt n - x € Kerp nicht beschrinkt), aber wegzu-
sammenhéngend (Seien x1,...,z, eine Basis von Kery, und seien y,z € Kery mit
y =>" ax; und z = > P b, Jeder Weg in RP, der (ai,...,a,) mit (b1,...,bp,)
verbindet, wird auf einen Weg von y nach z abgebildet).

Kompakt (C [—m,+7] x [—=1,41] und es ist abgeschlossen, weil es die Vereinigung der
Bildmengen zweier stetiger Funktionen ist), und wegzusammenhéngend ({(¢,cost);t €
[—7, 7]} und {(¢,sint); t € [-m, 7|} sind Wegen).

Kompakt (C [—m,+7] x [—1,41] und es ist abgeschlossen, weil es die Vereinigung der
Bildmengen zweier stetiger Funktionen ist), nicht wegzusammenhingend (es handelt sich
um isolierte Punkte).

Nicht kompakt, nicht wegzusammenhiingend (es ist die Differenz der beiden vorherigen
Mengen, also aus Kurven ohne die Punkte [eine Zeichnung wére willkommen])

Nicht kompakt, nicht wegzusammenhéngend (kompliziert: Cauchy-Folgen konvergieren in
Q nicht notwendigerweise, und das Bild einer stetigen Funktion in R ist ein Intervall und
kann daher nicht in Q enthalten sein)
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Bei jeder Aufgabe kénnen 10 Punkte erreicht werden.

Aufgabe 1 [Nichtdifferenzierbarkeit der Norm, 5+5 Punkte]
Sei E ein euklidischer Vektorraum. Wir wollen zeigen, dass die Funktion f : E — Ry, mit f(z) = ||z|
im Punkt = 0 nicht differenzierbar ist.

Fixiere ein beliebiges u € E mit u # 0, und definiere g : R — R, mit g(¢) = f(t - u).

Zeigen Sie:

1. Falls f in 0 € F differenzierbar ist, dann ist auch g in 0 € R differenzierbar.

2. Folgern Sie daraus die Behauptung.

Aufgabe 2 [stetig und injektiv, 545 Punkte]
Sei I ein Intervall in R und f : I — R. Mithilfe der Wegzusammenhéngigkeit soll das folgende
klassische Resultat gezeigt werden: “Ist f stetig und injektiv, so ist f streng monoton.”

Dazu definiert man C' = {(z,y) € I? ; > y} sowie F(x,y) = f(x) — f(y), fir (z,y) € C.

1. Zeigen Sie, dass F'(C') ein Intervall ist.

2. Folgern Sie daraus die Behauptung.

Aufgabe 3 [Satz von Darboux, 3+4+3 Punkte]
Sei I ein offenes Intervall in R und f : I — R eine differenzierbare Abbildung. Ferner sei A =
{(z,y) eI xI; <y}
1. Zeigen Sie, dass A eine wegzusammenhingende Teilmenge von R? ist.
2. Fiir (z,y) € A definieren wir
fly) = f=z)

g(z,y) = g

Zeigen Sie: g(A) C f'(I) C g(A).
3. Zeigen Sie, dass f'(I) ein Intervall ist.
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Aufgabe 4 [Berechnungen in Hiille und Fiille, 1 x 10 Punkte]

Sie miissen nur 10 Berechnungen (richtig) durchfithren, um alle Punkte zu erhalten. Es wird
dringend empfohlen, alle Berechnungen durchzufiihren!
1. Wahr oder Falsch:
(a) Ist f:R™ — R™ stetig und K C R™ kompakt, so ist f(K) kompakt.
(b) Jede abgeschlossene Teilmenge von R™ ist kompakt.
(c) Jede stetige Funktion f : R™ — R nimmt ein Maximum und ein Minimum an.
(d) Ist f: X — Y stetig und A C X wegzusammenhiingend, so ist auch f(A) wegzusam-
menhéngend.
) Jede konstante Funktion zwischen metrischen Rdumen ist stetig.
Ist X C R™ kompakt und f : X — R stetig, so ist f(X) unbeschrinkt.
Sind A, B C R? wegzusammenhingend und gilt AN B # 0, so ist auch AU B wegzusam-
menhéngend.
(h) Jede differenzierbare Funktion besitzt ein stetiges totales Differential.
(i) Existiert das totale Differential einer Funktion in einem Punkt, so ist die Funktion in
diesem Punkt stetig.
(j) Das totale Differential einer linearen Abbildung ist die Nullabbildung,.
(k) Ist das totale Differential einer Funktion in einem Punkt die Nullabbildung, so ist die
Funktion in einer Umgebung dieses Punktes konstant.
(1) Das totale Differential einer Funktion in einem Punkt ist eindeutig bestimmt.
2. Bestimmen Sie das Differential im Punkt a, der folgenden Funktionen (2 Punkte jede):
(a) f: M,(R) — M,(R), definiert durch M s M? fiir ein beliebiges ao.
(b) f:GL,(R) —» GL,(R) (Erinnerung: GL, (R) ist die Menge der invertierbaren Matrizen
in M, (R)), definiert durch M ~ M~ fiir a, die Einheitsmatrix.
(¢) f:FE — E fiir einen euklidischen Raum F, definiert durch f(z) = ||z||, fiir a, # 0.
(d) f : R® — R, definiert durch f(z) = (g(x) | g(x)), wobei ¢ differenzierbar ist. Fiir
beliebiges ao.

A~ —
0 ' O
=

Abgabe: 27.05.2026 vor 23:59

41



Mathematik fiir Anwender — Loesungblatt 7

Aufgabe 1 [Differentiale der Determinantenabbildung, 2+1+2+3+2+0 Punkte]

1. Angenommen, f sei in 0 € E differenzierbar.
Die Abbildung h : R — E, mit h(t) = tu ist linear und daher differenzierbar. Da g = f o h,
folgt mit der Kettenregel, dass auch g in 0 differenzierbar ist.

2. Nun gilt fiir alle t € R: g(t) = f(tu) = ||tu|| = || ||u]|. Da ||u]] > 0, ist g also ein positives
Vielfaches der Betragsfunktion: g(t) = ||ul| |¢].
Die Funktion ¢ — |¢| ist jedoch in 0 nicht differenzierbar, denn

t|—0 t|—0
lim L =1, lim L =—1.
t—0+t 1t t—0— T
Die einseitigen Ableitungen stimmen also nicht iiberein.
Folglich ist ¢ in 0 nicht differenzierbar — Widerspruch.
Daher kann f(z) = ||z|| in 0 nicht differenzierbar sein.

Aufgabe 2 [stetig und injecktiv, 54+5 Punkte]

1. Zuniichst bemerken wir, dass C' wegzusammenhingend ist, da C konvex ist (Skizze!). Da F
stetig ist, ist auch F'(C) wegzusammenhiingend als Teilmenge von R, also ein Intervall. Da f
injektiv ist, gilt 0 ¢ F'(C). Denn aus F(x,y) = f(z)— f(y) = 0 wiirde folgen, dass f(z) = f(y),
also wegen der Injektivitit = = y, im Widerspruch zu (z,y) € C.

2. Da F(C) ein Intervall ist und 0 nicht enthélt, gilt entweder F(C) CJ]0,+oo[ oder F(C) C
] — 00, 0[.

Im ersten Fall gilt fur alle z > y: f(z) — f(y) > 0, also f(z) > f(y), und damit ist f streng
monoton wachsend.

Im zweiten Fall gilt fir alle z > y: f(z) — f(y) <0, also f(z) < f(y), und damit ist f streng
monoton fallend.

In beiden Féllen ist f also streng monoton.

Aufgabe 3 [Satz von Darboux, 3+4+3 Punkte]

1. A ist konvex und daher wegzusammenhéngend.
2. Sei z € g(A). Dann existiert (z,y) € A mit z = g(x,y) = %;j(y) Nach dem Mittelwertsatz

existiert ein @ € I mit z = g(x,y) = %yf(y) = f'(a), also z € f/'(I). Damit ist g(A) C f'(I).
Sei nun umgekehrt z = f/(a) € f/'(I). Sei (by,) eine Folge in I, die von oben gegen a konvergiert,
also b, > a und b, — a. Nach der Definition der Ableitung in a gilt f'(a) = lim, .« g(a,by).
Da g(a,b,) € g(A) fiir alle n, folgt z € g(A). Somit gilt insgesamt g(A) C f'(I) C g(A).

3. Da g stetig ist und A wegzusammenhéngend ist, ist auch g(A) wegzusammenhéngend. Als
wegzusammenhéngende Teilmenge von R ist g(A) daher ein Intervall.
Folglich ist auch g(A) ein Intervall. Da g(A) C f'(I) C g(A), muss auch f/(I) selbst ein
Intervall sein.

Aufgabe 4 [Berechnungen in Hiille und Fiille, 1 x 10 Punkte]

Sie miissen nur 10 Berechnungen (richtig) durchfithren, um alle Punkte zu erhalten. Es wird
dringend empfohlen, alle Berechnungen durchzufiihren!
1. Wahr oder Falsch:
(a) Wahr: Stetige Bilder kompakter Mengen sind kompakt.
(b) Falsch: Gegenbeispiel: R ist abgeschlossen in sich selbst, aber nicht kompakt.
(c) Falsch: x — 2 hat kein Minimum/Maximum
(d) Wahr: Stetige Bilder wegzusammenhéngender Mengen sind wegzusammenhéngend.
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) Wahr: Konstante Funktionen sind stets stetig.
) Falsch: Tatséchlich ist f(X) kompakt und daher beschrinkt.
g) Wahr: Wegen AN B # () kann man Wege zusammensetzen.
)

24in(1 0
g sin(l/z), « # O, f ist differenzierbar in 0, aber f” ist dort
) T = :

Falsch: Beispiel: f(x) = {
nicht stetig.
) Wahr: Totale Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit.
) Falsch: Fiir eine lineare Abbildung L gilt DL = L.
(k) Falsch: Beispiel: f(x) = 2. Dann ist Df(0) = 0, aber f ist nicht lokal konstant.
1) Wahr: Das totale Differential ist eindeutig bestimmt.
2. Bestimmen Sie das Differential im Punkt a, der folgenden Funktionen:
(a) Dfa(H) = AH + HA weil gibt es: (A+ H)?> = A2 + AH + HA + H*.
(b) Dfr, (H) = —H weil gibt es (I, + H)(I,+H+H?+---+H*+...)=1,,s0 (I, +H)"! =
In+H+H? 4+ H + ...
() Dfu(h) = 44 weil gibt es f(z + h)? = (z+ h,x + h) = [[2]* + 2(x, h) + Al so
flz+h) = Hxll\/l oleh) AP g LT 2= 1(1 4 2)

=l llzll

(d) Dfu(h) = 2(f(x), Dga(h))

~
—
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Bei jeder Aufgabe kénnen 10 Punkte erreicht werden.

Aufgabe 1 [Differentiale der Determinantenabbildung, 2+1+42+342+0 Punkte]
Sei n > 2.

1. Zeigen Sie, dass die Determinantenabbildung auf M, (R) unendlich oft differenzierbar ist.

2. Seien 1 <4,j <nund f; ;(t) = det(l, + tE; ;). Was ist f?

3. Leiten Sie daraus den Wert von
Oddet

OEi ;

(In)

ab.
4. Bestimmen Sie daraus die Differentiale der Determinantenabbildung in I,.
5. Zeigen Sie, dass fiir eine invertierbare Matrix A gilt:

Ddet(A)(H) = det(A) - Tr(A™" - H).

(Bonus, 0 Punkt) Zeigen Sie, dass sich dieses Ergebnis auf jede Matrix aus M, (R) erweitern lisst,
indem man det(A) A~! durch die transponierte Kofaktormatrix von A ersetzt.

Aufgabe 2 [differenzierbar?, 3+3+4 Punkte]
Sei die Funktion f definiert durch:

3

gy ={ ey s u# 0.0
0 falls (z,y) = (0,0).

1. Zeigen Sie, dass f stetig in (0,0) ist.
2. Zeigen Sie, dass f in (0,0) partielle Ableitungen besitzt.
3. Zeigen Sie, dass f in (0,0) nicht differenzierbar ist.

Aufgabe 3 [arctan Gleichnung, 3+4+3 Punkte]

Es sei daran erinnert, dass arctan die Umkehrfunktion von tan ist (d.h. tan(arctan(x)) = x): arctan

ist auf R definiert und beliebig oft differenzierbar, mit arctan’(z) = ﬁ Man definiert

f(z,y) = arctan(z) + arctan(y) — arctan ( 1x +y ) .
—zy

1. Zeigen Sie, dass der Definitionsbereich D von f die Vereinigung von drei bogenweise zusam-

menhingenden offenen Teilmengen von R? ist.
2. Zeigen Sie, dass f von Klasse C' auf D ist, und berechnen Sie % sowie g—i
3. Vereinfachen Sie den Ausdruck von f.
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Aufgabe 4 [Berechnungen in Hiille und Fiille, 1 x 10 Punkte]

Sie miissen nur 10 Berechnungen (richtig) durchfithren, um alle Punkte zu erhalten. Es wird
dringend empfohlen, alle Berechnungen durchzufiihren!
1. Wahr oder Falsch:

(a)
(b)
(c)

Jede differenzierbare Funktion f : R™ — R™ ist stetig.

Jede stetige Funktion f: R™ — R™ ist differenzierbar.

Eine Funktion f : R™ — R™ ist genau dann differenzierbar in einem Punkt, wenn alle
partiellen Ableitungen in diesem Punkt existieren.

Existieren alle partiellen Ableitungen einer Funktion und sind diese stetig, so ist die
Funktion differenzierbar.

Ist eine Funktion in einem Punkt differenzierbar, so existieren in diesem Punkt alle Rich-
tungsableitungen.

Existieren in einem Punkt alle Richtungsableitungen, so ist die Funktion dort differen-
zierbar.

Jede lineare Abbildung f : R™ — R™ ist differenzierbar.

Die Ableitung einer Funktion f : R™ — R™, sofern sie existiert, ist eine lineare Abbildung.
Ist die Ableitung einer Funktion iiberall gleich null, so ist die Funktion auf zusam-
menhéngenden Mengen konstant.

Die Verkettung zweier differenzierbarer Funktionen ist wieder differenzierbar.

2. Bestimmen Sie das Differential im Punkt a, der folgenden Funktionen:

(a)
(b)
(c)

flz,y) = e*¥(x + y) fiir beliebiges as.
flz,y,2) = zy + yz + zx fiir beliebiges ao.
f(z,y) = (ysinx, cosz) fiir beliebiges a.

3. Begriinden Sie, dass die folgenden Funktionen differenzierbar sind, und bestimmen Sie ihre
Jacobi-Matrix.

(a)
(b)

flz,y,2z) = (%(:c2 —22), sinxsiny) .

f(z,y) = (zy, 322 +y, In(1 +2?)).

Abgabe: 03.06.2026 vor 23:59
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Mathematik fiir Anwender — Loesungblatt 8

Aufgabe 1 [Differentiale der Determinantenabbildung, 2+1+42+342+0 Punkte]

1. Die Determinante lisst sich als Polynom in den Eintrdgen der Matrix ausdriicken und ist daher
in jedem Punkt (d.h. in jeder Matrix) differenzierbar.

2. Falls¢ # j, dann ist I,,+tE; ; eine obere bzw. untere Dreiecksmatrix mit 1-en auf der Diagonale,
also gilt f; j(t) = 1" = 1. Falls ¢ = j, dann ist I,, + tE; ; eine Diagonalmatrix, deren Diagonal-
eintriige alle 1 sind auBer einem Eintrag, der 1+t ist. Daher gilt f;;(t) = 1"7'- (14+¢) = 1+t

3. Nach Definition der partiellen Ableitung gilt

Odet o [0 fallsi#j
o (In)fm(o){ 1 falls i — j

i

wobei die zweite Gleichheit aus der vorherigen Aufgabe folgt.
4. Erinnern wir uns daran, dass (E; j)1<i,j<n €ine Basis des Raums der n x n-Matrizen ist. Daher
lasst sich jede Matrix H schreiben als H = ", . h; ; E; j, und mit den partiellen Ableitungen
AN A
erhalten wir:

ddet "
Ddety,(H)= > hij o (In) = > hii = Tr(H).
b i=1

1<ij<n

5. Fiir jede invertierbare Matrix A gilt, unter Verwendung der vorherigen Aufgabe:
det(A+ H) = det(A) - det(I,, + A~ H)

=det(A) - (1+ Tr(A™'H) + o(||H||)) = det(A) + det(A) - Tr(A™ H) + o(|| H||).

Also gilt
Ddeta(H) = det(A) - Tr(A™ H).

(Bonus, 0 Punkte) Es gilt det(A) - A~! = fcomat(A), also die Transponierte der Komatrix von A.
Dieser Ausdruck ist auch dann wohldefiniert, wenn A nicht invertierbar ist.
Auflerdem sind sowohl

A (Hw— Ddeta(H)) alsauch A (H — Tr(‘comat(A) - H))

stetige Abbildungen (in der Variablen A) auf dem Raum der linearen Abbildungen von M, (R)
in sich.
Nach der vorherigen Aufgabe stimmen diese Abbildungen auf GL,(R) (der Menge der inver-
tierbaren n x n-Matrizen) iiberein. Weiterhin ist GL,, (R) dicht in M, (R) (dies wurde im Kurs
nicht bewiesen: es bedeutet, dass es fir jede Matrix X € M,(R) eine Folge invertierbarer
Matrizen gibt, die gegen X konvergiert).
Wenn zwei stetige Abbildungen auf einer dichten Teilmenge {ibereinstimmen, sind sie iiberall
gleich. Daher gilt

Ddets(H) = Tr(‘comat(A) - H)

auch dann, wenn A nicht invertierbar ist.
Aufgabe 2 [differenzierbar?, 34+-3+4 Punkte]
Sei die Funktion f definiert durch:

3

flz,y) = P falls (z,y) # (0,0),
0 falls (x,y) = (0,0).
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1. Um zu zeigen, dass f in (0,0) stetig ist, muss man beweisen, dass

lim  f(x,y) = f(0,0) = 0.

(z,y)—(0,0)
Da |z| < /22 + y? gilt, hat man
3 3 2 ,2)3/2
x |z (= +9°) )
— < — T2 2,
x2_|_y2 x2+y2— x2+y2 +y

Fiir (z,y) — (0,0) gilt /22 + y2 — 0. Also folgt nach dem Sandwichsatz:

lim xz,y) = 0.
(Ly)H(O’O)f( v)

Damit ist f in (0,0) stetig. Man hétte auch auf Polarkoordinaten iibergehen kénnen.
2. Fiir die Untersuchung der partiellen Ableitung nach der ersten Variablen betrachtet man den
Differenzenquotienten
f(.CE,O) — f(0,0)
x
und priift, ob dieser fiir z — 0 einen Grenzwert besitzt. Es gilt jedoch

f@,0) = f(0.0) _ -0 _,
T I

Also existiert %(0, 0) und ist gleich 1.
Analog berechnet man fiir die partielle Ableitung nach der zweiten Variablen:

f(0,y) — f(0,0)
y

=0.

Also existiert %(0, 0) und ist gleich 0.

3. Wir fithren nun einen Widerspruchsbeweis. Angenommen, f wire in (0,0) differenzierbar.
Dann miisste ihr Differential ¢ die Form
of

U, hz) = 52(0,0) by +

of

ny(O’O) hy = hy

haben. Dann miisste auch gelten:

f(hlv h2) B f(0,0) - é(hlﬂ h2)

lim =0.
(h1,h2)—(0,0) \/h% + h%
Setze
h3 h
f(hi,he) = (0,0) — £(h1, he) — RZTxg — ™M hih3

A(h ah ) = = = — .
b NS VRZRZ (B + R332
Fiir h > 0 gilt dann
h3 1

Alhh) = = Gpayre =~

Dies konvergiert nicht gegen 0, wenn h — 0. Also ist f in (0,0) nicht differenzierbar.

Aufgabe 3 [arctan Gleichnung, 3+4+3 Punkte]
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1. Offensichtlich gilt
D = {(a,y) € R* |ay £1}.

Diese offene Menge lidsst sich als Vereinigung von drei wegezusammenhéngenden offenen Men-
gen schreiben:

Dy = {(z,y) € (0,400)* | 2y > 1}, Dz ={(z,y) e R* |y <1}, D3 ={(z,y) € (—00,0)* | zy > 1}.

Durch Verkettung ist f von Klasse C! auf D.

D2 D1

D3

2. Zur Berechnung der partiellen Ableitungen verwenden wir die Kettenregel. Setze

Tty
h = .

Dann gilt fiir alle (z,y) € D:

@(I )= (I-—zy)+ylx+y 149’

o Y= (1 — zy)? (1 —ay)?’
Daraus folgt:

of 1 1+ 92 1

%(‘T,y) = 1—|—.T2 - (1 _xy)Z ’ 1 (z+y)2 ~

T U=z

Dies vereinfacht sich zu:

of 1 1492

%(z,y) T 1122 1+22+2+a%?
Aufgrund der Symmetrie zwischen x und y gilt ebenfalls:

of

—(z,y) =0.
&y( )
3. Da Dy, Dy und D3 wegezusammenhéngend sind und df = 0 gilt, existieren Konstanten
C1,Cq, C3, so dass fiir jedes i € {1,2,3} und alle (x,y) € D, gilt:

Zur Bestimmung von C; betrachten wir fiir x > 1:

1
f(x,1) = arctan(x) + % - arctan(fjw> .

Fiir # — 400 konvergiert die rechte Seite gegen
m + v + ™
LRI
2 4 4 ’

also ist C7 = 7.
Wegen der Ungeradheit von f gilt C5 = —m. Schlielich ist Cy = f(0,0) = 0.
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Aufgabe 4 [Berechnungen in Hiille und Fiille, 1 x 10 Punkte]

Sie miissen nur 10 Berechnungen (richtig) durchfithren, um alle Punkte zu erhalten. Es wird
dringend empfohlen, alle Berechnungen durchzufiihren!
1. Wahr oder Falsch:
(a) Wahr
Falsch

2. Bestimmen Sie das Differential im Punkt a, der folgenden Funktionen:
a) Dfy(h k) =e™(y(x+y)+1) h+e™(z(z+y)+ 1)k
(b) Dfiay,zy(hyk,l) = (y+2)h+ (x+2)k+ (x+y)l
(€) Dfay)(h, k)= (ycosm ~h+sinx-k, —sinx - h)
3. Begriinden Sie, dass die folgenden Funktionen differenzierbar sind, und bestimmen Sie ihre
Jacobi-Matrix.
(a) Die Funktion ist differenzierbar, da sie aus Polynomen und Sinusfunktionen zusammen-
gesetzt ist, die beide glatt (insbesondere differenzierbar) sind.

Ti(a,y, ) = T 0 -z
Y, 2) = cosx siny sinz cosy 0O

(b) Die Funktion ist differenzierbar, da sie aus Polynomen und dem Logarithmus einer glatten
Funktion besteht; auBerdem ist 1422 > 0 fiir alle x, sodass der Logarithmus wohldefiniert
und differenzierbar ist.

Y T
Jr(z,y) = z 1
1422 0
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Universitat Osnabriick Stefan Kunis
Institut fiir Mathematik Germain Poullot

Mathematik fiir Anwender — Wintersemester 2025
Ubungsblatt 9

Bei jeder Aufgabe kénnen 10 Punkte erreicht werden.

Aufgabe 1 [Konvergenz, 34+2+2+3 Punkte]
Fiir z > 0 definiert man u,(z) = .55

1. Zeigen Sie, dass die Reihe Zzz uy, punktweise auf R, konvergiert.

2. Zeigen Sie, dass die Reihe Z:z uy, auf jedem Intervall [0, A] mit A > 0 gleichméflig konver-

giert.
3. Uberpriifen Sie, dass fiir alle n € N* gilt: Ziznﬂ ﬁ > %
4. Folgern Sie daraus, dass die Reihe ) - u, nicht gleichmiBig auf R konvergiert.

Aufgabe 2 [Nicht differenzierbar, 24-2+2+2+2 Punkte]

1. Zeigen Sie, dass fiir alle (z,y) € R? gilt: |zy| < 2% — 2y + 2.

2. Sei f die Funktion von R? nach R, definiert durch f(0,0) = 0 und f(z,y) = %
(z,y) # (0,0), wobei p und ¢ von Null verschiedene natiirliche Zahlen sind. Fiir welche Werte
von p und ¢ ist diese Funktion stetig?

3. Zeigen Sie, dass im Fall p 4+ g = 2 die Funktion f nicht differenzierbar ist.

4. Es sei nun p + ¢ > 3, und es werde angenommen, dass f in (0,0) differenzierbar ist.
Begriinden Sie, dass dann zwei Konstanten a und b existieren mit

q ..
fir

f(@,y) = az + by +o(||(z,y)])-

Untersuchen Sie die partiellen Abbildungen x — f(z,0) und y — f(0,y), und zeigen Sie damit,

dass a =b=0.
5. Folgern Sie schliefllich mithilfe von « — f(z,z), dass f in (0,0) nicht differenzierbar ist fiir
p+q=3.
Aufgabe 3 [Folge, 2+3+3+2 Punkte]

Fiir n > 1 und z €]0, 1] definiert man
fa(x) =nz"In(z), und f,(0)=0.

1. Zeigen Sie, dass die Folge (f,) auf [0, 1] punktweise gegen eine Funktion f konvergiert, die zu
bestimmen ist.

2. Fiir n > 1 setze man anschliefend g, = f — f,,. Untersuchen Sie das Monotonieverhalten von
In-

3. Folgern Sie daraus, dass die Konvergenz von (f,,) gegen f nicht gleichmiflig auf [0, 1] ist.

4. Sei a € [0,1]. Indem man bemerkt, dass es ein ng € N gibt mit e=1/™ > q fiir alle n > ng, zeige
man, dass die Folge (f,) gleichméBig gegen f auf [0, a] konvergiert.
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Aufgabe 4 [Berechnungen in Hiille und Fiille, 1 x 10 Punkte]

1. Wahr oder falsch?

(a)

Eine Folge stetiger Funktionen, die auf einem Intervall gleichméfig konvergiert, hat stets
eine stetige Grenzfunktion.

Punktweise Konvergenz einer Funktionenfolge garantiert, dass die Grenzfunktion stetig
ist, wenn jede Funktion der Folge stetig ist.

Gleichmaflige Konvergenz einer Funktionenreihe impliziert punktweise Konvergenz.
Wenn eine Funktionenreihe gleichméfig konvergiert, dann konvergiert sie auch fiir jedes
Argument absolut.

Eine Potenzreihe konvergiert auf ihrem gesamten Konvergenzintervall gleichméfig.
Wenn eine Folge differenzierbarer Funktionen gleichméfig konvergiert, dann konvergieren
auch die Ableitungen gleichméfig.

Wenn eine Folge von Funktionen gleichméflig konvergiert und jede Funktion integrierbar
ist, dann ist die Grenzfunktion integrierbar und das Integral des Grenzwerts ist gleich
dem Grenzwert der Integrale.

Eine Potenzreihe definiert innerhalb ihres Konvergenzradius eine stetige Funktion.
Gleichméaflige Konvergenz stellt sicher, dass man Grenzwerte und unendliche Summen
vertauschen darf.

Eine gleichméfig konvergente Folge beschréankter Funktionen hat eine beschrankte Grenz-
funktion.

Die Ableitung einer Potenzreihe erhilt man durch gliedweises Differenzieren innerhalb
ihres Konvergenzradius.

Fiir eine Folge von Funktionen f,, gilt: Wenn die Reihe der Suprema von |f,,| konvergiert,
dann konvergiert die Reihe ) f,.

Fiir eine Folge von Funktionen f,, gilt: Wenn die Reihe > f,, konvergiert, dann konvergiert
die Reihe der Suprema von |fy,|.

2. Untersuchen Sie die punktweise und gleichmiflige Konvergenz der folgenden Folgen von Funk-
tionen (f,):

(a)
(b)
(c)
(d)
()
(f)

fn(x) = e sin(2nz) auf Ry und anschlieBend auf [a, +00[ mit a > 0.

fulz) = T auf R und anschliefend auf [a, +oo[ mit a > 0.

fnlx) = 151_2((:253)32 auf [a, +o00[ mit a > 0 und anschlieBend auf R .
sin(nz .

fo(z) = e auf R ;

fn(z) = (sinz)” cos(z) auf R;
e(n—l)x

fulx) = auf R und anschlieflend auf | — oo, b] mit b € R.
n

Abgabe: 10.06.2026 vor 23:59
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Mathematik fiir Anwender — Loesungblatt 9

Aufgabe 1 [Konvergenz, 34+2+2+3 Punkte]

1. Die punktweise Konvergenz auf R ist sehr leicht zu zeigen. Fiir = 0 gilt ndmlich w,,(0) = 0,
was der allgemeine Term einer konvergenten Reihe ist. Fiir > 0 hat man 0 < u,(z) < -5,
was ebenfalls der allgemeine Term einer konvergenten Reihe ist.

2. Wir zeigen die normale Konvergenz auf [0, A], die die gleichméfiige Konvergenz auf diesem
Intervall impliziert. Fiir alle « € [0, A] gilt ndmlich

A
a2 < 5.

und dies ist der allgemeine Term einer konvergenten Reihe. Daher erlaubt uns der Satz von
Weierstrafl zu schlieflen.
3. Es geniigt zu schreiben, dass fiir n + 1 < k < 2n gilt: n? + k? < 5n?, und somit

n S 1
n2+k2 = 5n’

Daraus folgt schliefllich
2n

24125, T 5
Wo k 5n 5
4. Es ist schwieriger, die fehlende gleichmiflige Konvergenz zu zeigen. Man kann folgendermafien
vorgehen: Angenommen, die Konvergenz ist gleichméflig. Dann existiert zu jedem ¢ > 0 ein
N € N, sodass fiir alle n > N und alle xz € R, gilt:

—+oo

Z ug(z)

k=n+1

<e.

Dann gilt aber nach der Dreiecksungleichung fiir alle n > N:

2n +oo +oo +oo +oo
Z ug(z)| = Z ug () — Z up ()| < Z ug(z)| + Z up(z)| < 2e.
k=n-+1 k=n-+1 k=2n-+1 k=n-+1 k=2n-+1
Insbesondere erhélt man fiir n = N und x = N die doppelte Ungleichung
1 2N
E < Z up(N)| < 2e.
k=N+1
Wiéhlt man nun 2¢ < %, so ist dies ein Widerspruch.
Aufgabe 2 [Riemannsche ¢-Funktion, 24+2+2+41+2+41+0 Punkte]

L. (Jz| = |y|)? = 22 — 2|ay| + y? > 0, woraus sich die verlangte Ungleichung ergibt.

2. Zunéchst bemerken wir, dass p + ¢ > 2 gilt.
Nur die Stetigkeit in (0, 0) bereitet Schwierigkeiten. Man schétzt | f(x, y)| wie folgt ab: | f(z, y)| <
L
Der letzte Ausdruck konvergiert gegen 0, aufler wenn p—1 = ¢—1 = 0, das heifit aufler im Fall
p+q=2. Falls also p + ¢ > 2, ist die Funktion in (0, 0) stetig und damit auf ganz R? stetig.

3. Fiir p+ ¢ = 2, das heiit p = ¢ = 1, gilt dagegen f(z,z) = 1, was fiir £ — 0 nicht gegen 0
konvergiert. Somit ist f in (0,0) nicht stetig. Ist p + ¢ = 2, so ist die Funktion nicht stetig;
erst recht kann sie daher nicht differenzierbar sein.
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4. Sei nun p + ¢ > 3, und nehme man an, dass f in (0,0) differenzierbar ist. Dann gilt f(z,y) =
f(07 0) + df(o> 0)(:& y) + O(||(‘T> y)“)
Die Differentialabbildung ist hier jedoch eine lineare Abbildung von R? nach R. Bezeichnet
man ihre Matrix mit (a b), so erhiilt man die verlangte Darstellung.
Da auerdem f(z,0) = 0 = az + o(|z]), folgt aus der Eindeutigkeit der Taylorentwicklung,
dass a = 0.
Ebenso erhilt man durch Untersuchung der Abbildung y — f(0,y) die Gleichung b = 0.

5. Fiir p+ g = 3, folglich gilt f(x,x) = of|z|).
Andererseits ist f(x,z) = x (vgl. die vorherige Rechnung), und dies ist kein o(]z|).

Aufgabe 3 [Folge, 2+3+3+2 Punkte]

1. Wir zeigen, dass (f,,) auf [0, 1] punktweise gegen die Nullfunktion konvergiert:
e Fiir =0 oder z =1 ist (f,,(z)) die konstante Folge mit Wert 0.

o Fiir x €]0, 1] konvergiert (f,(x)) gegen 0 durch Vergleich einer polynomialen Folge mit
einer geometrischen Folge mit Quotient in ]0, 1[. Man beachte, dass In z in dieser Betrach-
tung keine Rolle spielt.

2. Fiir alle z €]0,1] gilt
gh(r) = —nz" H(nlnz+1).

Die Ableitung verschwindet bei e~/ und die Funktion g, ist wachsend auf 10, et/ ™[ und

fallend auf e~/ 1[. AuBerdem gilt g,,(0) = g, (1) = 0.
3. Aus der vorherigen Frage folgt

sup |f(x) = fa(@)| = (f = fa)(e™/") =

z€[0,1]

Die Konvergenz ist also nicht gleichmé#Big auf [0, 1].

4. Die Folge (e‘l/ ™) konvergiert gegen 1 fiir n — oco. Daher existiert ein ny € N, sodass fiir alle
n > ng gilt: e~Y" > q. Somit ist fiir n > ng die Funktion gn monoton wachsend auf [0, a]. Da
gn(0) = 0, folgt fiir alle z € [0, a] und alle n > ng:

[f(2) = ful@)| < [f(a) = fu(a)| = na"[Inal.

Der rechte Ausdruck konvergiert gegen 0. Daraus folgt, dass (f,,) gleichmiiig gegen die Null-
funktion auf [0, a] konvergiert.

Aufgabe 4 [Berechnungen in Hiille und Fiille]

1. Wahr oder falsch?
(a) Wahr (gleichméfiger Grenzwert stetiger Funktionen ist stetig).
(b) Falsch (z.B. punktweise Grenzwert kann unstetig sein).
(c) Wahr (gleichmé#Bige Konvergenz impliziert punktweise Konvergenz).
(d) Falsch (gleichmiflige Konvergenz impliziert nicht notwendig absolute Konvergenz).
(e) Falsch (im Allgemeinen nur gleichméflig auf kompakten Teilintervallen).
(f) Falsch (zusitzliche Voraussetzungen notig, z. B. gleichméflige Konvergenz der Ableitun-
gen).
(g) Wahr (Vertauschung von Limes und Integral bei gleichméBiger Konvergenz).
(h) Wahr (Potenzreihen sind innerhalb des Konvergenzradius stetig).
(i) Wahr (bei gleichmiiliger Konvergenz ist Vertauschen von Limes und Summe erlaubt).
(j) Wahr (gleichméfiger Limes beschrinkter Funktionen ist beschrinkt).
(k
(1) Wahr (WeierstraBsches Majorantenkriterium).

) Wahr (

) Wahr (gliedweise Differentiation innerhalb des Konvergenzradius erlaubt).
(

(m) Falsch (Gegenbeispiel: Y f,, konvergiert punktweise, aber nicht absolut).
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2.

(a)

Die Ungleichung | f,(x)| < e™™* zeigt, dass f,, punktweise gegen die Nullfunktion konver-
giert. Setze g(x) = e *sin(2x). Dann gilt f,(x) = g(nx). Wenn z iiber Ry lauft, lauft
auch nz iiber Ry, und somit

sup | fn(z)] = sup |g(x)| > 0.
TER zeR4

Die Folge (|| fnlloo) ist also eine strikt positive Konstante und kann daher nicht gegen 0
konvergieren, wenn n — +o0: die Konvergenz ist nicht gleichméfig auf Ry . Ist jedoch
a>0und x > a, so gilt

[fu(z)| < e,

was die gleichméBige Konvergenz auf [a, +o00[ zeigt.

Wenn z # 0, dann konvergiert (f,,(z)) gegen 0 (es handelt sich um eine geometrische Folge
mit Quotient in 0, 1[). Fiir # = 0 ist die Folge konstant gleich 1. Die Funktionenfolge
(fn) konvergiert somit punktweise gegen die Funktion f, die in 0 den Wert 1 und sonst
0 annimmt. Die Konvergenz kann auf R nicht gleichméfig sein, da jede Funktion f,
stetig ist, die Grenzfunktion jedoch in 0 nicht stetig ist. Dagegen ist die Konvergenz auf
Intervallen der Form [a, +00[ mit a > 0 gleichm#Big, denn fiir alle z > a gilt

1 1
<
(I+a%)r = (1+a?)"

[fn(z) — f(@)] =

und der rechte Ausdruck héngt nicht mehr von x ab und geht gegen 0.
Zunichst bemerken wir, dass fiir alle z > 0 die Folge (f,(x)) gegen 0 konvergiert: offen-
sichtlich fiir x = 0, da die Folge konstant 0 ist, und fiir > 0 durch die Abschitzung

1
n2x2’

[fn(2)] <

Sei nun a > 0 fest und # > a. Dann gilt |sin(nx)| < 1 sowie 1 + n%x? > 1 4+ n?a? wegen

der Monotonie von z + z? auf [a, +00[. Somit erhélt man

<
1+ n2a?

|fn ()

Der rechte Ausdruck hingt nicht von x ab und konvergiert gegen 0. Damit folgt die
gleichmiiflige Konvergenz von (f,,) gegen die Nullfunktion auf [a, +o00].

Auflerdem gilt f,,(1/n) = % Daher

sin(1
1 Ol oot = o et > 2.

Somit konvergiert (f,) nicht gleichmifBig gegen die Nullfunktion auf [0, 4+oo].
Da
1
nyzx’
ist klar, dass die Folge (f,) punktweise gegen 0 auf R* konvergiert. Zur Untersuchung
der gleichméfligen Konvergenz schreiben wir

| fr(2)] <

1 sin(nz)

1
fn(z) = % : W = ﬁg(nx),

wobei g(z) = Si‘/lf und ¢(0) = 0.
Wir zeigen, dass g beschrinkt ist: zunéchst ist g stetig auf [1, +00[ und besitzt dort einen
endlichen Grenzwert (gleich 0) fiir  — 400, also ist g auf [1, +o00[ beschrinkt. Auflerdem
gilt wegen sinx ~ z fiir z — 0O:

lim g(z) =0,

z—0
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und g ist stetig auf [0, 1], also dort beschrinkt. Insgesamt ist g auf Ry beschrinkt.
Damit folgt

[fnlloe =

19lloc — 0,

1 1
Vadll, T vn
also gleichmiflige Konvergenz gegen 0 auf R .
Fir x # 5 [n] konvergiert (f,(z)) gegen 0, da es sich um eine geometrische Folge mit
Quotient in | — 1, 1[ handelt. Fiir x = § [r] ist (f,(x)) konstant gleich 0. Somit konvergiert
(fn) punktweise auf R gegen die Nullfunktion.
Zur Untersuchung von || f, || geniigt es wegen Periodizitéit und Symmetrie, sich auf [0, 7]

zu beschrénken. Fiir « € [0, 7] gilt
fh(z) =sin" Nz)((n + 1) cos?(z) — 1).

Die Ableitung verschwindet bei zg, 21 € [0, 7] mit cos?(x) = %H Daher ist f,, wachsend
auf [0, o], fallend auf [z, z1] und wachsend auf [z, 7]. Da f,(0) = f,(7) = 0, folgt

sup| fn(2)| < max (| fu(z0)], [ fu(z1)]) < it

Da der rechte Ausdruck gegen 0 geht, konvergiert (f,,) gleichméBig gegen 0 auf R.
Weiter gilt

(n—1)x

— x,
also folgt mit dem Satz iiber die Stetigkeit der Exponentialfunktion
fa(x) = €® fur alle z € R.
Die Konvergenz ist jedoch nicht gleichméfig auf R, denn
e" — fo(n) =e" —e" P =e"(1 —e!) = +o0.

Dagegen ist die Konvergenz gleichméBig auf jedem Intervall | — co,b]. Sei b € R und
x €] — 00, b]. Mit dem Mittelwertsatz folgt

-1 —1
exp(10) < expta)| < | Tl sup [ exn(0)] < 2] sup expt)]
n n tel, n ter,
wobei I, das Intervall zwischen @ und z ist.
Fiir z € [0,b] erhélt man
|| beb
— sup |exp(t)| < —.
n tel, n
Fiir z < 0 gilt
|| |z]e™/?
— sup |exp(t)| <
n tel, n

Da die Funktion 2 — |z]e®/? auf | — 0o, 0] beschrinkt ist, existiert M > 0 mit
|lz]e™/? < M.
Somit folgt insgesamt

max(be’, M)

n

o (155) -t

was die gleichméBige Konvergenz auf | — oo, b] zeigt.
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Universitat Osnabriick Stefan Kunis
Institut fiir Mathematik Germain Poullot

Mathematik fiir Anwender — Wintersemester 2025
Ubungsblatt 10

Bei jeder Aufgabe kénnen 10 Punkte erreicht werden.

Aufgabe 1 [Taylor fiir Ndherungswert, 5+5 Punkte]
. . . 2 4 5
1. Sei a > 0. Zeigen Sie, dass ‘cosa -1+5 -5 < %
Folgern Sie daraus, dass 337 — -l < cos (4) < 237 4 L.
2. Sei nun x > 0. Zeigen Sie, dass ‘ln(l +z)—z+ %2 < %

Bestimmen Sie daraus einen Nitherungswert von In(1,003) mit einer Genauigkeit von 1075.

Aufgabe 2 [Riemannsche ¢-Funktion, 2+42+2+41+2+1+0 Punkte]
Die Riemannsche (-Funktion ist die Funktion der Variablen s € R, die durch die Formel
1
((s) = e

definiert ist.
1. Geben Sie den Definitionsbereich von ¢ an und zeigen Sie, dass sie auf diesem streng monoton
fallend ist.
2. Beweisen Sie, dass  auf ihrem Definitionsbereich stetig ist.
Bestimmen Sie limg_, 1 ().
4. Zeigen Sie, dass fiir jedes £ > 1 und jedes s > 1 gilt:

1 /k“dx 1
— < - < .
(k+1) = J, a5 ~ ks

5. Folgern Sie daraus, dass (s — 1) - ((s) — 1 fiir s — 1%.
6. Skizzieren Sie den Graphen von (.
(Bonus, 0 Punkte) Zeigen Sie, dass ¢ konvex ist (das heifit, dass sie zweimal differenzierbar ist und
ihre zweite Ableitung positiv ist).

w0

Aufgabe 3 [e ist transzendent, 242424242 Punkte]
Man nehme an, es existieren drei ganze Zahlen a, b und ¢ mit ae? + be + ¢ = 0. Fiir jedes z € R
definiere man f(x) = ae® + ce™*.

1. Begriinden Sie, dass f(1) eine ganze Zahl ist. Zeigen Sie auerdem, dass fiir jedes k > 0 die
Zahl f(*)(0) eine ganze Zahl ist.
Sei n > 1. Zeigen Sie, dass es ein 6,, € [0,1] gibt, sodass f(n;(!e") eine ganze Zahl ist.
Begriinden Sie, dass die Folge (f(")(Hn))n>1 beschrinkt ist.

Zeigen Sie, dass es eine ganze Zahl N > 1 gibt, sodass fiir alle n > N £ (6,,) = 0 gilt.
Folgern Sie daraus, dass a = b = ¢ = 0 gelten muss.

Gl W
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Aufgabe 4 [Berechnungen in Hiille und Fiille, 1 x 10 Punkte]

1. Wahr oder falsch?
(a) Ist f : R” — R eine Funktion der Klasse C?, so gelten fiir die gemischten zweiten partiellen

) 82f _ 82f
Ableitungen 020z, Oz, 0c;

(b) Der Satz von Schwarz gilt fiir jede Funktion, die zweite partielle Ableitungen besitzt, auch
wenn diese nicht stetig sind.
(¢) Das Taylorpolynom vom Grad 2 stimmt immer mit der urspriinglichen Funktion iiberein.

(d) Die Exponentialfunktion erfiillt e=% = Y7 2" - (7,{1!)’6 fiir alle x € R.

(e) Falls eine Funktion f auf einem Intervall, das a enthilt, n+ 1-mal differenzierbar ist, dann
ist ihr Taylorpolynom vom Grad n in a eindeutig durch die Werte f(a), f'(a), ..., f™(a)
bestimmt.

(f) Das Taylorpolynom vom Grad n von f + g in einem Punkt a ist die Summe der Taylor-
polynome vom Grad n von f und g in a.

(g) Die Taylor-Lagrange-Formel stellt den Restterm in der Form R, (z) = £ ((::1))(,5) (x —a)"tt
dar, wobei £ zwischen a und x liegt.

(h) Falls f(*+1(¢) > 0 fiir alle ¢ zwischen a und z gilt, dann ist der Taylor-Lagrange-Rest
R, (z) stets nichtnegativ.

(i) Die Integraldarstellung des Restterms setzt lediglich voraus, dass f(»+1) auf dem betrach-
teten Intervall existiert und stetig ist.

(j) Das Taylorpolynom vom Grad n von In(1+ z) in 0 lautet > ,_, %
(k) Der Konvergenzradius der Taylorreihe von In(1 + ) in 0 ist gleich 1.
(1) Falls zwei Funktionen dasselbe Taylorpolynom vom Grad n in einem Punkt a besitzen,
dann stimmen sie in einer Umgebung von a {iberein.
2. Bestimmen Sie die Taylorreihen der folgenden Funktionen (der Konvergenzradius muss nicht
angegeben werden):
(a) coszinz =0
(b) sinzinxz=0
1
1—z
(

)
) inz=0

) 1+2)*inz=0fira>0
)

)

C

d
(e) arctanz in & = 0 (Hinweiss: arctan’ z =

(
1

—1/2? . o )
(f) e=¥/*" in x = 0 (die Radius ist 0...) (2 Punkte)

Abgabe: 17.06.2026 vor 23:59
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Mathematik fiir Anwender — Loesungblatt 10

Aufgabe 1 [Taylor fiir Ndherungswert, 5+5 Punkte]

1. Setzen wir f(x) = cos z. Dann sind die ersten aufeinanderfolgenden Ableitungen — sin, — cos, sin, cos, — sin,
sodass f(0) = 1, f(0) = 0, f"(0) = =1,  f®@©) =0, fO0) = 1 und
|fO)(z)| <1 fiir alle 2 € R.
Die verlangte Ungleichung ist daher genau die Taylor-Ungleichung der Ordnung 5, angewandt
auf f zwischen 0 und a:

a 5
2 ) (¢ G) ()] - t4dt < a9 = 4
4,/f (t)(t - ] /\f tar< g [Crtae= G

Es geniigt nun, die vorherige Formel fiir a = % anzuwenden.

[R5 (a)| =

2. Bezeichnen wir nun f(z) = In(1 + ). Es gilt: f"(z) = ﬁ
Da z > 0, folgt daraus: Vt € [0, z], Lf" ()] < 2.

Die Taylor-Ungleichung (die angewandt werden kann, da f von Klasse C? ist) liefert somit:
ln(l—I—x)—x—i—%‘ < %3

Beachten wir schlieBlich, dass M =9x1079<108.

Aufgabe 2 [Riemannsche ¢-Funktion, 2+242+1+2+1+40 Punkte]

1. Die Reihe, die ((s) definiert, ist eine Riemannsche Reihe. Sie konvergiert genau dann, wenn
s > 1 ist. AuBerdem sind fiir jedes n > 1 die Funktionen s — n~° monoton fallend, und sogar
streng fallend fiir n > 2. Fiir 1 < s < t gilt daher

1+27°>1+27" und Z%ZZ%

n>3 n>3

(wobei die zweite Ungleichung nur eine schwache ist, da man zum Grenzwert iibergeht). Durch
Addition erhélt man

¢(s) > ¢(),

was zeigt, dass ( streng monoton fallend ist.

2. Jede Funktion s — n™? ist auf ihrem Definitionsbereich stetig. Es gentiigt zu zeigen, dass die
Funktionenreihe auf jedem Intervall der Form [a,4o00[ mit ¢ > 1 normal, also gleichmifig,
konvergiert, um die Stetigkeit auf |1, +o00[ zu erhalten. Fiir alle s € [a, +-00[ gilt ndmlich

1

nS

1

= pa

)

und die rechte Seite ist der allgemeine Term einer konvergenten Zahlenreihe. Dies zeigt die
normale Konvergenz von ¢ auf [a, +00].
3. Da die definierende Reihe von ¢ auf [a, +o00o[ gleichmiBig konvergiert, darf man den Limes mit
der Summe vertauschen und erhalt
i 1
lim ((s) = lim =1,

s—>+o00 s——+oo0 NS
n>1

denn fiir n > 2 gilt n=° — 0 fiir s — 400, wihrend 1° = 1.
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4. Fiir z € [k, k + 1] gilt

1 1
<<
k+1)p =28 =

Durch Integration iiber [k, k + 1] erhdlt man

1 /k“d:c 1
< =< =,
(k+1) =), x° ~ ks

Summiert man diese Ungleichungen fiir £ von 1 bis 400, so folgt

“+o0 T
<<s>71s/1 )

L
ke

AR

Es gilt jedoch

Daraus ergibt sich

oder dquivalent
1< (s—1)¢(s) < 1+ (s — 1),

Nach dem Sandwichsatz folgt (s — 1){(s) — 1 fiir s — 1. Insbesondere ist lims_,; ((s) = +o0.
5. Nun zeigen wir, dass ¢ von Klasse C? auf |1, +oo[ ist und dass ¢”(s) > 0 fiir alle s > 1. Dazu
zeigen wir zunéchst die gleichméfBige Konvergenz der abgeleiteten Reihe auf jedem Intervall
[a, +oo[ mit @ > 1. Sei f,(s) = n~* fiir n > 1. Dann gilt
f1(s) = (=lnn)n".

n

Fiir s € [a, +oo[ hat man
Inn

[fa(s)l <

Der rechte Ausdruck ist der allgemeine Term einer konvergenten Reihe. In der Tat gilt fiir
b€l al:

na

Inn Inn

n’ . —0, also — =o(n7?).
na

na

Da Y n~" konvergiert, konvergiert auch > 1;‘7” Nach dem Satz iiber gliedweises Differenzieren
folgt, dass ¢ auf |1, +oo[ differenzierbar ist und

(=3~

n>1

Analog zeigt man, dass  zweimal differenzierbar ist und

nn 2
CH(S) — Z (1 ns) )

n>1

Da alle Terme dieser Reihe positiv sind, folgt ¢”(s) > 0. Somit ist ¢ konvex.
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Riemann Zeta Function

6.
Aufgabe 3 [e ist transcendent, 242424242 Punkte]
1. Man hat f(1) = ae + ce ! = e (ae? + ¢) = —be~te = —b, also ist f(1) eine ganze Zahl.

Ferner gilt fiir jedes k > 0 f*)(z) = ae® 4+ (—1)Fce=*. Daher f*)(0) = a + (—1)*¢, und somit
ist £(*)(0) eine ganze Zahl.

. Wir wenden die Taylor-Lagrange-Formel der Ordnung n zwischen 0 und 1 an. Es existiert ein

0, € (0,1) mit

Daraus folgt % = (n—DIf(1) =372 (n%)' F5)(0).
Fiir jedes k = 0,...,n — 1 sind sowohl W als auch f*)(0) ganze Zahlen; ebenso ist (n —
1)!If(1) eine ganze Zahl. Daher ist % eine ganze Zahl.

. Es gilt

£ (00)] < lale®™ +[ele™ < |ale + |c].
Folglich ist die Folge (f(”)(ﬁn))n>1 beschrinkt.

. Die Folge (%) ist das Produkt einer beschriinkten Folge mit der Folge (1/n), die

n>1

. M (6n)
gegen 0 konvergiert. Daher —— = — 0.

Da alle Glieder dieser Folge ganze Zahlen sind, muss sie ab einem gewissen Rang konstant

£ (0,)
n

gleich 0 sein. Es existiert also ein N > 1, sodass fiir alle n > N = 0, und somit

0 (6,) = 0.

. Angenommen, es gelte nicht a = b = ¢ = 0. Dann sind mindestens zwei der drei ganzen Zahlen

a, b, c von Null verschieden.
Falls a und ¢ dasselbe Vorzeichen haben, etwa beide nichtnegativ und mindestens eine von
ihnen strikt positiv ist, wéihlen wir ein gerades n > N. Dann

™ (8,) = ael + ce= >0,

im Widerspruch zu £ (6,,) = 0.
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Falls a und c entgegengesetzte Vorzeichen haben, wihlen wir ein ungerades n > N. Dann
f(”)(Gn) = ae» — ce .

Da a und c entgegengesetzte Vorzeichen besitzen, haben die beiden Summanden dasselbe
Vorzeichen; folglich ist f(™)(8,,) # 0, wieder ein Widerspruch.

In beiden Fillen erhalten wir einen Widerspruch. Daher bleibt nur die Moglichkeit a = b =
c=0.

Aufgabe 4 [Berechnungen in Hiille und Fiille, 1 x 10 Punkte]

1. Wahr oder falsch?
(a) Wahr (Satz von Schwarz/Clairaut: bei C? sind gemischte Ableitungen vertauschbar)
(b) Falsch (Gegenbeispiel: Funktionen mit existierenden, aber nicht stetigen zweiten Ablei-
tungen)

(d) Wahr (Taylorreihe von e ist Y .- o (_ki,)k)

(e) Wahr (die Taylor-Koeffizienten sind durch die Ableitungen festgelegt).
(f) Wahr (Ableitungen und Taylorpolynome sind linear).

(g (dies ist genau die Taylor-Lagrange-Formel).

(h) Wahr (der Restterm hat dann dasselbe Vorzeichen wie (z — a)"™1).

(i) Wahr (Stetigkeit von f("*1) geniigt fiir die Integraldarstellung).

Falsch (die Vorzeichen miissen alternieren).

(k) Wahr (Singularitét bei x = —1).

(1) Falsch (gleiche Taylorpolynome implizieren nicht gleiche Funktionen).
2. Man berechnet wiederholt die Ableitungen und wertet sie bei 0 aus.

(a) Es gilt cos’ = —sin und sin’ = cos. Daher

o0
_1)n
cosx:Z( ) ",

n=0

(b) Es gilt cos’ = —sin und sin’ = cos. Daher

Sinx _ i (_1)n x2n+1
B — (2n+1)! '

(c) Man hat Y " 2" = 1711_”:1 . Fiir |z| < 1 folgt im Grenziibergang m — +oo:
1 >
1—2 gw '

(d) Es gilt ((1+ x)(’)/ = a1 + z)*~ . Durch wiederholtes Ableiten erhélt man

(1+x)a _ Za(af]-)";l'(afnﬁ’l) o
n=0 ’

(e) Aus einer vorherigen Aufgabe folgt 17z = >, (—2%)" = Y2 o(—1)"2*". Durch Inte-
gration erhélt man

— ()"
arctanng 5 +1x2"+1.
n

n=0
(f) Fiir jedes n € N hat die n-te Ableitung die Form f(™(z) = P,(2) - e~1/7" wobei P, ein
Polynom ist. Da e~/ @® fiir 2 — 0 schneller gegen 0 konvergiert als jede Potenz von 1/z
wiichst, gilt lim,_,o ™ (z) = 0. Folglich ist f()(0) = 0 fiir alle n > 0. Damit verschwin-

den alle Taylor-Koeffizienten in 0, und die Taylorreihe von f um 0 ist Zf:o %x" =0.
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Mathematik fiir Anwender — Wintersemester 2025
Ubungsblatt 11

Bei jeder Aufgabe kénnen 10 Punkte erreicht werden.

Aufgabe 1 [eine Schachtel, 10 Punkte]
Man mochte eine oben offene Schachtel in Form eines rechteckigen Quaders herstellen. Das Volumen
dieser Schachtel soll gleich 0,5m? sein, und um die verwendete Materialmenge zu optimieren, soll
die Summe der Flidcheninhalte der Seitenflichen moglichst klein sein. Welche Abmessungen muss
man fiir die Herstellung der Schachtel wéhlen?

Aufgabe 2 [mit vorgegebene Hesse-Matrix, 545 Punkte]
Sei f:R™ — R eine Funktion der Klasse C2.
1. Man nehme an, dass die Hesse-Matrix von f in jedem Punkt verschwindet.
Zeigen Sie, dass es ein ¢ € R” und ein b € R gibt mit Vo € R™, mit f(x) = (a,z) + .
2. Man nehme an, dass die Hesse-Matrix von f in jedem Punkt dieselbe ist.
Zeigen Sie, dass es ein u € S(R™), ein a € R™ und ein b € R gibt mit

Vo e R", f(z) = = (u(x),x) + (a,xz) + b

N | =

(Hier bezeichnet S(R™) den Raum der symmetrischen linearen Endomorphismen von R™.)
Aufgabe 3 [Extrema auf einer eingeschréinkten Definitionsmenge, 2+3+2+3 Punkte]

Sei f : R2 = R gegeben durch

1

fay) =@ -Dy-1+—.

Wir wollen die Extremstellen von f auf der Geraden L bestimmen, die senkrecht zum Vektor
<_11> steht und durch den Punkt (0,4) verlduft.

1. Berechnen Sie den Gradienten V f. Bestimmen Sie daraus die kritischen Punkte von f (ohne
zu entscheiden, ob es sich um Minima, Maxima oder Sattelpunkte handelt).

2. Sei (a,b) € L. Begriinden Sie, dass im Fall f(a,b) = max{f(z,y); (x,y) € L} oder f(a,b) =
min{f(z,y); (z,y) € L}, der Gradient V f(a,b) orthogonal zu L ist. Folgern Sie daraus, dass

ein solcher Extrempunkt auf L die Gleichung %(a, b) = %(a, b) erfiillt.

3. Begriinden Sie, dass b = a + 4, und bestimmen Sie daraus die méglichen Werte von (a, b).

4. Berechnen Sie fiir jeden der gefundenen Punkte (a,b) den Ausdruck v' (Hess f(a,b))v, wobei v
ein Richtungsvektor der Geraden L ist. Folgern Sie daraus, ob der Punkt (a,b) auf der Geraden
L ein Maximum, ein Minimum oder keinen Extrempunkt (Sattelpunkt) der Einschréinkung von
f auf L darstellt.
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Aufgabe 4 [Berechnungen in Hiille und Fiille, 1 x 10 Punkte]

1. Wahr oder falsch?

(a)

Die Hesse-Matrix einer skalarwertigen Funktion ist immer symmetrisch, sofern die Funk-
tion von Klasse C? ist.

Die Hesse-Matrix enthélt alle partiellen Ableitungen erster Ordnung einer Funktion.

Ist die Hesse-Matrix an einem Punkt, an dem der Gradient 0 ist, positiv definit, so liegt
dort ein striktes lokales Minimum vor.

Ist die Hesse-Matrix an einem Punkt, an dem der Gradient 0 ist, negativ definit, so liegt
dort ein striktes lokales Maximum vor.

Jeder Punkt, an dem der Gradient 0 ist, ist entweder ein lokales Minimum oder ein lokales
Maximum.

In R™ kann ein lokales Extremum nur an Punkten auftreten, an denen der Gradient
verschwindet oder nicht definiert ist.

Der Term der Ordnung 2 der Taylorentwicklung in einem Punkt a kann geschrieben
werden als 1 (z — a)THy(a)(z — a).

2. Bestimmen Sie die lokalen Extrema der folgenden Funktionen f :R™ — R:

fla,y) = 2?2 +xy+y — 3z — 6y

)
f(a:,y)—x +2y —2zy—2y+1
) flz,y)=a°+y°
d) flz,y) = (x—y)* + (x+y)°
¢) flz,y) =y* —a?+ %
f) flo,y,2) =22+ >+ 22 +ay+az+yz—4(x+y+2) (2 Punkte)

Abgabe: 24.06.2026 vor 23:59
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Mathematik fiir Anwender — Loesungblatt 11

Aufgabe 1 [eine Schechtel, 10 Punkte]
Bezeichnen wir mit x, y und z die drei Abmessungen der Schachtel. Thr Volumen ist also durch
zyz = 0,5 gegeben. Man méchte die Funktion f(x,y,z) = zy + 2xz + 2yz minimieren (die obere
Fliche wurde entfernt). Ersetzt man z durch ﬁ, so muss man das Minimum der Funktion zweier
Variablen g(z,y) = 2y + L + % auf der offenen Menge U =]0, +00[%]0, +00o[ bestimmen.

Jg _ 89 _ 1

Die partiellen Ableitungen von ¢ sind o =Y~ p und o =T

Man iiberpriift dann ohne Miihe, dass der einzige kritische Punkt von ¢ auf der offenen Menge
U der Punkt (1, 1) ist. Es bleibt nun zu zeigen, dass g tatsichlich ein globales Minimum in (1, 1) auf
U besitzt. Dazu kann man bemerken, dass g(1,1) = 3.

Die zweiten partiellen Ableitungen sind
Fo_2 Be_2 By _ oy
oxr? a3’ o2 y3 oxdy  Oyox

Damit ergibt sich die Hesse-Matrix

2 1
Hg(x,y): (xl 2).
y3

H,(1,1) = (f ;)

Das charakteristische Polynom dieser Hesse-Matrix ist A — 4\ + 3, daher sind ihre Eigenwerte 3
und 1. Da beide positiv sind, folgt, dass (1, 1) tatséchlich ein Minimum ist.
1

Damit hat die zu konstruierende Schachtel die Abmessungen z =1, y =1 und z = 3.

=1

Im Punkt (1,1) erhélt man

Aufgabe 2 [mit vorgegebene Hesse-Matrix, 545 Punkte]

1. Sei i € {1,...,n}. Die partiellen Ableitungen von g—f sind auf dem konvexen Raum R" alle

gleich Null. Daher ist diese Funktion auf R™ konstant. Sei a; ihr konstanter Wert.
Fiir jeden Punkt x € R" ist das Differential von f gegeben durch

or@n =3 L hfzam

i=1

Durch Integration erhilt man fiir jedes z € R™

f(2) = £(0) + / (Df(tz), z) dt = f(0) + / Y aide = 1(0)+ Y ai.

Diese Formel lisst sich schreiben als f(z) = (a,x) + b, wobei a = (a1,...,a,) € R", und
b= f(0) eR.

2. Zunichst gilt: Hat f die behauptete Form, so ist die Hesse-Matrix von f gerade die Matrix
des Endomorphismus u beziiglich der kanonischen Basis.
Umgekehrt sei u der Endomorphismus, dessen Matrix beziiglich der kanonischen Basis die
Hesse-Matrix von f ist. Dieser Endomorphismus ist selbstadjungiert, da die Hesse-Matrix
symmetrisch ist.
Betrachten wir die Funktion g : R” — R, definiert durch g(z) = 3 (u(z), z).
Die Funktion f — g ist von Klasse C? auf R”, und ihre Hesse-Matrix verschwindet in jedem
Punkt. Nach Teil (a) existieren daher ein @ € R™ und ein b € R mit f(x) = g(x) + (a,z) + b.
Somit



Aufgabe 3 [Extrema auf einer eingeschrinkten Definitionsmenge, 24+3+2+3 Punkte]
Die Gerade L ist orthogonal zum Vektor (1,1) und geht durch (3,2). Daher besitzt sie die Gleichung
T+y=0>5.
1. Esgilt f(z,y) = (z—1)(y — 1)+ 5.
1

Die partiellen Ableitungen sind %(a yy=y—1-— T %(x’ y)=z—1.

Folglich V f(z,y) = (y —-1- ﬁ, x — 1) .
Die kritischen Punkte von f erfiillen V f(x,y) = 0. Also x — 1 =0, y—1-— (L_%P =0.

Aus der ersten Gleichung folgt = 1. Finsetzen liefert y — 1 — i =0, alsoy = %.
Der einzige kritische Punkt von f ist somit (1, %)

2. Sei (a,b) € L ein Extrempunkt der Einschrinkung von f auf L.
Dann verschwindet die Richtungsableitung von f entlang jeder Tangentialrichtung von L.
Folglich steht der Gradient V f(a, b) senkrecht auf L.
Da L orthogonal zum Vektor (1,1) ist, ist jeder Normalenvektor zu L ein Vielfaches von (1, 1).
Daher existiert ein A € R mit V f(a,b) = A(1,1).
Insbesondere sind die beiden Komponenten des Gradienten gleich: %(m b) = %{/(a, b).

3. Da (a,b) € L, gilt —a+b=—0+4, alsob=a+4. ‘
Aus Teil (2) folgt b—l—ﬁ =a— 1. Mit b = 5 — a erhilt mana+3—ﬁ =a—1,
also 4 = (Q_%)Q Multiplikation mit (a — 3)? liefert 4(a — 3)? = 1. Somit ist die einzige reelle

Lésunga:g undbzl—;’,odera:%undb: 12—5
4. Durch zweimaliges Ableiten erhilt man
2z
Hess f(z,y) = | (z —3)3
1 0

Andererseits ist ein Richtungsvektor der Geraden L: v = <1> Daher ergibt sich allgemein

2

v’ T v = (z—3)3 ! ! :L
(Hess flwy)ju=(1 1) | @-3)* <1) CEEER

Fiir den Punkt (a,b) = (2,%) erhélt man v (Hess f(a,b))v = —16 + 2 = —14 < 0. Folglich
besitzt dieser Punkt auf der Geraden L ein Maximum.
Fiir den Punkt (a,b) = (Z,%2) erhilt man v' (Hess f(a,b))v = 16 +2 = 18 > 0. Folglich
besitzt dieser Punkt auf der Geraden L ein Minimum.

Falsch (Sattelpunkt méglich, z.B. f(z,y) = 22 — y? bei (0,0))
Wahr (Notwendige Bedingung: Vf = 0 oder nicht definiert)

(g) Wahr (quadratischer Term der Taylorentwicklung: 3(z — a)" Hy(a)(z — a))
2. Bestimmen Sie die lokalen Extrema der folgenden Funktionen f:R"™ — R:

(a) f(z,y) =2+ 2y +y? — 3z — 6y

Aufgabe 4 [Berechnungen in Hiille und Fiille]
1. (a) Wahr
(b) Falsch (Die Hesse-Matrix enthélt nur zweite, nicht erste Ableitungen)
¢) Wahr (Standardkriterium der zweiten Ableitung im R™)
(d) Wahr (analoges Kriterium fiir negative Definitheit)
)
)

Vi(z,y)=(2z+y—3, z+2y—6)

Hy(z,y) = (? ;) (positiv definit)
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Kritischer Punkt:

20+y—3=0, z+2y—6=0= (z,y) = (0,3)
Da H; positiv definit ist: striktes lokales (und globales) Minimum bei (0, 3).
fla,y) =2+ 29 — 20y — 2y +1

Vi(z,y) = (2z -2y, 4y — 2z — 2)

Hyi(z,y) = (_22 42> (det =4 >0, fyz =2 > 0= positiv definit)

Kritischer Punkt:
2 —2y=0=>2a=y, dy—2x-2=0=y=1=(1,1)

Also striktes lokales Minimum bei (1,1).
fla,y) =a®+y°

Kritischer Punkt:

6x O
i) = () = Hi0.0 =0

Keine Definitheit = Sattelpunkt bei (0,0), kein Extremum.
fay) = (@ —y)?+ (= +y)°
Vi@.y) = (2@ -y) +3@+y)*, -2 —y) +3(z +y)*)
Kritische Punkte: Subtraktion:
dz—y)=0=z=y

Einsetzen:
322)2=0=2=0= (0,0)
Hessian: ( ) ( )
24+6(z+y —24+6(z+y
H -
1@ y) <—2+6(a:+y) 2+ 6(z +y) )

100 - (2 ) @i-o

Keine Definitheit = Sattelpunkt bei (0, 0).
fay) =y -2+ %

Vi(z,y) = (—22 +22°, 2y)
Kritische Punkte:
2y=0=y=0, —2r+22°=0=z(2>-1)=0

(x,y) € {(070)7 (1’ 0)7 (_1’ 0)}
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Hessian:

[(—2+622 0
- (0,0): Eigenwerte (—2,2) = Sattelpunkt - (+1,0): Eigenwerte (4,2) = strikte lokale

Minima

() fl,y,2) =2 +y* + 22 +ay+az+yz -4z +y+2)

Vi(,y,z)=2e4+y+z—4, 2+2y+2z—4, v+y+2z—4)

Kritischer Punkt:
2r+y+z2=4
r+2y+z2=4 =zr=y=2z2=1
r+y+2z=4
Hessian:
1
1 (positiv definit)
2

Hy =

— =N
— N

Also striktes globales Minimum bei (1,1, 1).
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Universitat Osnabriick Stefan Kunis
Institut fiir Mathematik Germain Poullot

Mathematik fiir Anwender — Wintersemester 2025
Ubungsblatt 12

Bei jeder Aufgabe kénnen 10 Punkte erreicht werden.

Hinweiss: Eine Abbildung f: M — N heit C'-Diffeomorphismus, wenn sie bijektiv ist, stetig
differenzierbar ist und ihre Umkehrabbildung f~!: N — M ebenfalls stetig differenzierbar ist.

Aufgabe 1 [Polynom in einfache reelle Nullstellen zerfallend, 3+4+4 Punkte]
Ein Polynom P vom Grad n heifit in einfache reelle Nullstellen zerfallend, wenn es genau n ver-
schiedene reelle Nullstellen p1, ..., p, besitzt. In diesem Fall gilt P(u;) = 0 und P’(u;) # 0 fiir alle
1=1,...,n.

Sei @ ein in einfache reelle Nullstellen zerfallendes Polynom und seien p; < --- < u, seine
Nullstellen. Ferner sei U = {A € R™ : A\; < -+ < A,}. Man erinnere daran, dass der Raum der
Polynome vom Grad hochstens n, bezeichnet mit R,,[X], isomorph zu R**! ist. Wir betrachten die
Abbildung

v :R,X] xU — R", (P,A) — (P(A1),..., P(\n)).

1. Berechnen Sie die Jacobi-Matrix der partiellen Abbildung (A1, ..., An) — (Q(A1),...,Q(\y)).

2. Folgern Sie, dass es eine Umgebung V; von @ in R, [X] und eine Abbildung X : Vj — U der
Klasse C'* gibt, so dass fiir jedes P € V} gilt @(P, X(P)) =0.

3. Zeigen Sie, dass die Menge der in n einfache reelle Nullstellen zerfallenden Polynome eine offene
Teilmenge von R,,[X] ist.

Aufgabe 2 [Satz von implizite Funktionen, 545 Punkte]

1. Sei f: R3 — R? definiert durch
flz,y,2) = (xz —y? 4+ 22 -1, zyz — 1).

Sei (z0, Yo, 20) € R3 mit f(zo,yo, 20) = (0,0). Zeigen Sie, dass es eine offene Menge I C R mit
zo € I und eine Abbildung ¢ : I — R? gibt, so dass ¢(z¢) = (yo,20) und f(z,¢(z)) = 0 fiir
alle x € I gilt.

2. Uberpriifen Sie, dass die Gleichung

e 4y —xy—3y+2=—1

die Variable y in einer Umgebung des Punktes (0, 1) als Funktion von « definiert. Zeigen Sie,
dass diese Funktion in einer Umgebung von x = 0 eine Taylorentwicklung beliebiger Ordnung
besitzt. Bestimmen Sie die Taylorentwicklung dieser Funktion bis zur Ordnung 2.

Aufgabe 3 [Tangentialebene, 2+3+3+2 Punkte]
Es sei f : R® — R definiert durch

flay,2) =2 —ay® —y’2 + 2%,

und sei S die Fliche mit der Gleichung f(x,y,z) = 0.

1. Zeigen Sie, dass die Fliche S in einer Umgebung des Punktes (1,1,1) durch eine Gleichung
der Form z = o(z,y) beschrieben werden kann, wobei ¢ eine Funktion der Klasse C*° ist, die
in einer Umgebung von (1, 1) definiert ist.

2. Bestimmen Sie die Gleichung der Tangentialebene an S im Punkt (1,1,1).

3. Berechnen Sie die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung von ¢ in einer Umgebung des Punk-
tes (1,1).

4. Bestimmen Sie die Lage von S relativ zu ihrer Tangentialebene.
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Aufgabe 4 [Berechnungen in Hiille und Fiille, 1 x 10 Punkte]

1. Wahr oder falsch?

(a)
(b)

)

o

Jede reelle symmetrische Matrix besitzt ausschlielich reelle Eigenwerte.

Eigenvektoren einer reellen symmetrischen Matrix, die zu verschiedenen Eigenwerten
gehoren, sind orthogonal.

Die Determinante einer reellen symmetrischen Matrix ist stets positiv.

Eine reelle symmetrische Matrix kann komplexe Eigenwerte besitzen.

The Satz von Implizite Funktionen liefert Bedingungen dafiir, dass die Gleichung F(x,y) =
0 die Variable y als Funktion von x definiert.

Fiir die Anwendung von the Satz von Implizite Funktionen muss die Funktion F' in einer
Umgebung des betrachteten Punktes stetig differenzierbar sein.

Gilt %—z(a,b) = 0, so ist the Satz von Implizite Funktionen stets auf den Punkt (a,b)

anwendbar.

Ist die Jacobi-Matrix beziiglich der abhingigen Variablen an einem Punkt invertierbar,
so erlaubt the Satz von Implizite Funktionen lokal die Darstellung dieser Variablen als
Funktionen der iibrigen Variablen.

The Satz von Implizite Funktionen liefert eine explizite Formel fiir die implizit definierte
Funktion.

The Satz von Implizite Funktionen gilt nur fiir Funktionen von zwei Variablen.

2. Seien a,b € R mit |ab| < 1.

(a)

(b)

(2 Punkte) Sei v € R. Definieren Sie g : R — R durch
g(z) =z + asin(v — bsinz).

Zeigen Sie, dass g eine Bijektion von R auf R ist.
(2 Punkte) Sei
f(z,y) = (z +asiny, y+bsinz).

Zeigen Sie, dass f ein C'-Diffeomorphismus von R? auf sich selbst ist.

3. (3 Punkte) Zeigen Sie, dass die Abbildung

FRIA{(0,00F — RI\{(0,0)},  flz,) = (2% — 9, 22y)

an jedem Punkt von R?\ {(0,0)} einen lokalen C!-Diffeomorphismus definiert, dass f jedoch
kein globaler C!-Diffeomorphismus ist.
4. (3 Punkte) Es sei die Abbildung

f:R> — R3, (z,y,2) — (¥ + €%, ¥ — ¥,z —y).

Zeigen Sie, dass das Bild von f eine offene Menge ist, die eine echte Teilmenge von R? ist.

Abgabe: 01.07.2026 vor 23:59
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Mathematik fiir Anwender — Loesungblatt 12

Aufgabe 1 [Polynom in einfache reelle Nullstellen zerfallend, 3+4+4 Punkte]

1. Die Jacobi-Matrix dieser partiellen Abbildung ist einfach die Diagonalmatrix

Q'(\) 0 0
0 Q'(\2) 0

2. Es gilt p(Q, 1, - .-, pn) = 0. Da die Nullstellen von @ einfach sind, gilt auBerdem
Q' () #0 firallei=1,...,n.

Nach dem Ergebnis der vorherigen Frage ist die Jacobi-Matrix beziiglich der Variablen (Aq, ..., A,)
am Punkt (Q, p1,. .., uy,) invertierbar. Daher kann der Satz iiber implizite Funktionen ange-
wendet werden.
Folglich existieren eine Umgebung V; von @ in R,[X], eine Umgebung Uy von (p1, ..., fn),
die in U enthalten ist, sowie eine Abbildung A : Vj — Uy der Klasse C*°, so dass fiir alle
(P,X\) € Vo x Uy gilt:

(PN =0 <= X=A\P).

Insbesondere gilt fiir jedes P € Vj:
p(P.A(P)) = 0.

3. Fiir jedes P € Vp ist A(P) die Liste aller Nullstellen von P. Da A(P) € U, sind diese Nullstellen
paarweise verschieden und geordnet. Somit besitzt P genau n einfache reelle Nullstellen.
Damit haben wir zu jedem Polynom @ € R, [X], das in n einfache reelle Nullstellen zerfillt,
eine Umgebung Vj von @ in R, [X] gefunden, so dass jedes Polynom aus V; ebenfalls n einfache
reelle Nullstellen besitzt.

Daraus folgt, dass die Menge aller Polynome aus R, [X], die n einfache reelle Nullstellen be-
sitzen, eine offene Teilmenge von R,,[X] ist.

Aufgabe 2 [Satz von implizite Funktionen, 545 Punkte]

1. Es geniigt, den Satz iiber implizite Funktionen anzuwenden. Dazu muss gezeigt werden, dass
die partielle Ableitung von f beziiglich der Variablen y und z im Punkt (xo, yo, 20) ein Isomor-
phismus von R? ist.

Mit anderen Worten, es ist zu zeigen, dass die folgende Matrix A invertierbar ist:
%];1(3307 Y0, %0)

A= oy
7;($07 Yo, %0)

A= <2y0 22’0 ) .
Tozo  ToYo

Ihre Determinante ist det(A4) = —2z¢(yg + 22).
Da xoyozo = 1, folgt insbesondere zo # 0, yo # 0, 2o # 0. Somit gilt auch y3 + 22 > 0, und
daher det(A) # 0.
Die Matrix A ist also invertierbar. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen existieren daher
eine offene Umgebung I C R von zg und eine Abbildung ¢ : I — R? mit ¢(z0) = (yo, 20) und
f(z,o(x)) =0 fiir alle z € I.

an (1‘0, Yo, Zo)

0
%(zo,yo, Zo)

Berechnen wir diese Matrix:
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2. Sei f(x,y) =™ +y? — 2y — 3y + 22 + 1. Es gilt

gy—f(x,y):wewy+2y—x—3 = %(0,1):—17&0.

Da auflerdem f(0,1) = 0, ist der Satz iiber implizite Funktionen anwendbar. Es existieren
daher zwei offene Intervalle I und J mit 0 € I und 1 € J sowie eine Funktion g : I — J der
Klasse C!, so dass

V(z,y) e IxJ: flz,y) =0+ y=g(x).

Da f sogar von Klasse C'* ist, ist auch g auf I von Klasse C'°°. Insbesondere besitzt g in 0
Taylorentwicklungen beliebiger Ordnung; die Entwicklung zweiter Ordnung lautet

9(0) + ¢'(0)x + @ﬁ + o(z?).

Es ist bereits bekannt, dass g(0) = 1.
Zur Bestimmung von ¢'(0) und ¢”’(0) differenzieren wir die Gleichung

e9®) 4 g(x)? — xg(x) — 3g(x) + 20 +1=0

zweimal.
Erste Ableitung:

(9(x) + 2g'(2)) ™) + 2g(2)g (x) — g(x) — g’ (x) — 3¢'(x) +2 =0,
Einsetzen von x = 0 liefert:
1+2¢'(0)—1-34'(0)+2=0 = ¢'(0)=2.
Zweite Ableitung:

(g(z)+xg’(:z:))2619(x)+(2g’(x)+1:g”(x))6x9(m)+2g’(:c)2+29(:c)g"(:17)fg'(x)fxg"(x)fg'(:zz)f3g”(x) =0.
Auswertung bei xz = 0 ergibt:
1444+8420"(0)—2-2-3"(0)=0 — 4"(0)=09.

Damit ist die Taylorentwicklung von ¢ in 0 bis zur Ordnung 2:

9
glx) =142z + §z2 + o(z?).

Aufgabe 3 [Tangentialebene, 2434342 Punkte]

1. Es gilt
of 2 2 of
2 Y, - — 3 — —_— ]_, ]_7 ]_ = 2 0
5, (LrYs %) =~y + 3z 5, L1 =2#
Der Satz iiber implizite Funktionen liefert somit eine direkte Antwort auf die Frage.
2. Da(1,1,1) kein kritischer Punkt von f ist, besitzt die Fliche S in (1,1, 1) eine Tangentialebene,

deren Gleichung durch
of

%(17 ]-a 1)(.’E - 1)

of

+ @(1, L,D(y—-1)+ %(1, LD)(z=-1)=0

gegeben ist.
Eine kurze Berechnung der partiellen Ableitungen zeigt, dass die Tangentialebene die Gleichung

(r—1)—-5(y—1)+2(z—1)=0 <= 2x-5y+22+2=0
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hat.
Dieses Ergebnis kann auch aus der Darstellung z = o(z, y) hergeleitet werden: Die Gleichung
der Tangentialebene lautet dann

s-1= gﬁa Dz —1)+ %(1,1)@ —1).

Die partiellen Ableitungen von ¢ lassen sich durch implizites Differenzieren der Beziehung
f(x7 Y, 90(51;7 y)) = 0 bestimmen.

. Es gilt

2% — ay® — yPp(x,y) + o(a,y)® = 0.

Wir leiten zweimal nach x ab und erhalten zunéchst

Op 0
22—y —y? 87+3 o(x, )Fi:O,

und anschlieflend

2
2 — ¢ 222 + 6¢(x, y)(gi) + 3p(z,y)? 22('0 0.

Auswertung in (1, 1), unter Verwendung von ¢(1,1) = 1, liefert

Op 1 P T
Pan=-5  SPan=-1

Analog erhilt man durch zweimaliges Ableiten nach y:

Op Op
—3zy”® — 2yp(z,y) — yz@ + 3s0(x,y)28fy =0,

und 32 ) 2
dp 9o 29
—6zy — 2p(x,y) — 4y 5 — y> 5 + 6p(x.y < > +3p(z,y)" == = 0.
(z,y) Y ar (z,y) o (z,y) 0
Auswertung in (1,1) ergibt
%o y=5  Teupy-_
oy 2 oy? 4
Zur Bestimmung der gemischten Ableitung differenzieren wir z.B.

o o
—3zy® — 2yp(z,y) — yQ(% + 3p(x, y)2£ =0

nach z und erhalten

do L Po  pdp @, )282<p

622 2= + 3¢ By

2
—3y% -2
2, Y ayar T %%y e

Einsetzen in (1, 1) liefert
> 19
?(1,1)= —.
Oyox 4

. Die Hesse-Matrix von ¢ in (1,1) hat die Determinante

() (5)

Die beiden Eigenwerte dieser Matrix haben daher nicht dasselbe Vorzeichen. Mit

o(1+u,1+v) =de(1,1)(u,v) + H(1,1)(u,v) + o(u® + v?)

folgt, dass S die Tangentialebene in (1,1, 1) schneidet.
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Aufgabe 4 [Berechnungen in Hiille und Fiille, 1 x 10 Punkte]

1. Wahr oder falsch?

(a)
(b
(c
(d
(e
(f
(g)

(

)
)
)
)
)

=

]
2. (a

o~~~

)
i)
)
)

Wahr (Spektralsatz)

Wahr (Orthogonalitéit von Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten)
1 0

Falsch ( 0 -1

Falsch (reelle symmetrische Matrizen haben nur reelle Eigenwerte)

Wahr (genau dies ist die Aussage von the implicit function theorem)

Wahr (die Voraussetzungen verlangen stetige Differenzierbarkeit)

Falsch (the implicit function theorem verlangt %—Z(a, b) #0)

hat Determinante —1)

Wahr (invertierbare Jacobi-Matrix ist die zentrale Voraussetzung)

Falsch (Existenz und Eindeutigkeit, aber keine explizite Formel)

Falsch (gilt auch fiir Funktionen von mehreren Variablen)

Zum Beweis dieses Ergebnisses zeigt man zunéchst, dass g stetig ist (dies ist offensichtlich),
und anschliefend, dass ¢ streng monoton wachsend ist. Tatséchlich ist g differenzierbar
und fiir alle z € R gilt ¢’(z) = 1 — abcos z cos(v — bsinz) > 0, da |ab| < 1 gilt. Somit ist
g eine streng monoton wachsende Bijektion von R auf g(R). Da aulerdem

Jim g(z)=—co  und  lim g(x) = +oo,

folgt, dass g eine Bijektion von R auf R ist.
Zuniichst bemerken wir, dass f von Klasse C! ist. Die Jacobi-Matrix von f ist gegeben

durch
1 acosy
bcosz 1 ’

Insbesondere ist die Determinante (Jacobian) det D f(z,y) =1 — abcosxz cosy > 0. Nach
dem globalen Umkehrsatz geniigt es daher zu zeigen, dass f eine Bijektion von R? auf R?
ist. Dazu sei (u,v) € R? beliebig, und wir zeigen, dass die Gleichung f(z,y) = (u,v) eine
eindeutige Losung besitzt. Es gilt

flz,y) = (u,v) <= {Sc—l—asin(v — bsinz) =,

y=v—bsinz.

Aus der vorherigen Frage folgt, dass es genau ein x € R gibt, so dass z+a sin(v—b sin x) =
u, néimlich z = g~'(u). Daraus ergibt sich y = v—bsin(g~'(u)). Somit ist f eine Bijektion
von R? auf R? und damit ein C*-Diffeomorphismus von R? auf sich selbst.

3. Sei (zg,y0) € R%\ {(0,0)}. Die Jacobi-Matrix von f im Punkt (z¢,o) ist

2x0  —2yo
2yo 2.730 ’

Ihre Determinante ist det J¢(wo,yo) = 423 + 4y > 0. Damit ist nach dem Satz iiber lokale
Umkehrbarkeit f in jedem Punkt (xq,y0) € R?\ {(0,0)} ein lokaler C'-Diffeomorphismus.
Allerdings ist f kein globaler C*-Diffeomorphismus von R?\ {(0,0)} auf f(R?\ {(0,0)}), da f
nicht injektiv ist. Beispielsweise gilt f(1,1) = f(—1,-1) = (0,2).

4. Zunichst ist es leicht zu sehen, dass das Bild von f nicht ganz R? ist: insbesondere kann der
Punkt (0,0,0) nicht erreicht werden, da die Exponentialfunktion stets strikt positiv ist. Um
zu zeigen, dass f(R3) offen ist, geniigt es zu {iberpriifen, dass die Differentiale von f in jedem
Punkt (z,vy,2) € R? invertierbar sind. Die Jacobi-Matrix von f ist gegeben durch

0 2% 2e%*
A= (2% 0 —2e%
1 -1 0
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Die Determinante dieser Matrix berechnet man beispielsweise durch Entwicklung nach der
letzten Zeile und erhilt det(A) = —4e?YT2* — 4¢2*22 < (. Sie ist somit niemals null, also
ist das Differential von f in jedem Punkt (z,y,2) € R? eine invertierbare lineare Abbildung.
Damit folgt die Behauptung.
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